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摘 要 量子纠缠作为一种非局域的关联，是一种重要的资源而被广泛应用于量子信

息处理。然而，最近的研究结果发现，可分态中也可以存在非经典的关联，量子纠缠只是量

子关联的一部分；非纠缠的量子关联在一些量子通信和量子计算任务中扮演着重要的角色。

文章简要综述了量子关联的基本概念，描述了几种常见的量子关联度量，并介绍了量子关联

在量子信息处理中的作用以及一些最新动态。
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Abstract Quantum entanglement is a kind of nonlocal quantum correlations that has been

widely used in quantum information processing. Recent studies have found that quantum (non-classi-

cal) correlations can exist even in separable states, and quantum entanglement is just one form of quan-

tum correlation. Non-entangled quantum correlations play important roles in various quantum commu-

nications and quantum computing tasks. In this article, we briefly review the basic concepts of quan-

tum correlation, introduce some commonly used measures of quantum correlation, and describe vari-

ous applications and recent developments, together with several important references.
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1 引言

近年来，量子信息理论和技术都得到了突飞

猛进的发展。量子信息处理具有经典信息处理难

以比拟的优越性，可以完成经典信息中不能实现

的信息处理任务，例如量子密钥分配、量子隐形

传态、量子秘密共享、量子密集编码、量子直

接安全通信、以及大数因子分解量子算法和量

子搜索算法等[1]。在这一背景下，对量子系统中

关联的研究也变得越来越重要，因为关联在信

息处理中是一种基本资源，量子信息处理之所以

具有经典信息处理所不具有的优越性，通常都

是因为量子系统之间存在着超越经典的关联。

其实，在量子力学早期著名的EPR 文章中[2]，

Einstein 等人就注意到量子系统之间的超强关

联，但是他们从定域实在论的前提出发，认为量

子系统之间的这种超强关联反映了量子力学的不
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完备性。同年，Schrödinger 在著名的猫态文章

中提出了纠缠(entanglement) 的概念[3]，用以称呼

EPR 文章中的超强关联。有关量子力学完备性的

争论一直持续，直到 20 世纪 60 年代，Bell 提出

了一些数学不等式[4]，称之为Bell 不等式，首次

提供了用实验在爱因斯坦的定域实在性和量子理

论的超强关联之间做出判决的机会。20 世纪 80

年代，Aspect 等人进行了很多精细实验[5]，结果

与量子力学理论的预测一致，说明量子系统之间

确实存在经典所不允许的关联。进入 20 世纪 90

年代，量子信息理论和技术开始飞速发展，量子

纠缠作为一种资源被广泛探索和应用。然而，近

年的研究发现，量子纠缠并不能刻画量子系统中

的所有量子关联，某些非纠缠(可分) 态也可用于

量子信息处理，具有超越经典信息处理的优势。

所以，人们又基于量子测量，提出将关联分为经

典关联和量子关联，把量子关联作为资源用于量

子信息处理。

目前，对量子系统中关联的刻画和量化主要

是基于如下两种不同的框架： (1) 纠缠/可分；

(2) 量子关联/经典关联。前一框架在过去的二

十多年中得到了广泛而又深刻的研究，后一框架

只是在近几年才被部分人所关注。由于纠缠/可分

框架已广为人们熟悉 [6，7]，本文主要基于量子关

联/经典关联这一框架来讨论量子系统中关联的

刻画和量化。然而，为了提供一个初步全面的认

识，我们先简单介绍一下量子纠缠的概念和刻

画，然后将重心转移到量子关联上，着重介绍

量子失协的概念、性质以及相关刻画。我们还

将简单介绍一些量子关联的其他度量，如几何

量子失协和相对熵量子失协。最后是对量子关联

的一个总结和展望。关于量子关联的综述和论文

集，可参阅文献[8—10]。

2 量子纠缠

量子纠缠是量子体系之间的一种特殊的关

联，是量子力学区别于经典力学的一个重要特

征，也是量子信息处理的一种重要资源，近二十

年来无论是在理论上还是实验上都已得到广泛的

研究，通常被视为量子信息最核心的概念。量子

纠缠这一概念虽然在1935 年就有人从物理的观念

提出[2，3]，但是直到 1989 年才由Werner 首次给出

其数学上的刻画[11]：两体量子态ρab 称为可分态，

如果

ρab = Σ
i
pi ρ

a
i  ρb

i ， (1)

否则，称之为纠缠态。其中{pi} 为概率分布，

{ ρa
i } 以及{ ρb

i }分别为系统 a 和 b上的任意量子态。

纠缠/可分这一关联的分类框架具有很直观

的操作解释：对两体量子系统 ab 而言，可分态

由于可表示为乘积态的凸组合形式，故均可由

a 和 b 经局部操作和经典通信(LOCC) 得到，而

纠缠态仅通过LOCC 操作不能得到。

自纠缠的概念提出以来，人们一直试图给

纠缠一个很好的量化 [6，7，12—14]，但是到目前为止，

仍旧没有一个统一的度量，现在已有的几个常用

纠缠度量(如形成纠缠度、相对熵纠缠度等) 的计

算都很困难，导致这种局面的根本原因是纠缠本

身的复杂性和人们对纠缠背后的丰富的物理和数

学结构还没有完全了解。

3 量子关联

相当长一段时间，人们对量子关联的认识仅

局限于量子纠缠，通常将量子纠缠完全等同于量

子关联，认为量子纠缠是很多信息处理任务中量

子优越性的唯一原因。但在 1998 年，Knill 和

Laflamme 提出了著名的DQC1 模型[15]，这一模型能

有效地计算n 维酉矩阵的迹，被认为与经典算法相

比，可以实现指数加速。要实现该量子算法，需

要准备 n+1 个量子比特，然而其中只有一个比特

处于赝纯态，其余的 n 个比特都处于最大混合

态，在这一系统中几乎没有量子纠缠 [16]。该结

果在核磁共振(NMR)实验中得到了验证，从而

对量子纠缠是实现量子算法加速的唯一原因提

出了质疑。

在这样的背景下，人们基于量子测量，提

出了将关联分为经典关联和量子关联的分类
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方案 [17]：一个两体量子态ρab是(关于双边测量)

经典关联态，又称经典—经典(关联) 态，如果

存在系统 a 和 b 上的 von Neumann 测量(秩为一

的正交投影测量) { ∏i
a }和{ ∏j

b }，使得该测量

不扰动ρab，即

ρab =∑
ij

(∏i
a∏j

b )ρab(∏i
a∏j

b )，

否则，称为量子关联态(关于双边测量)。若只考

虑一个系统的 von Neumann测量，则称两体量子

态ρab是经典—量子(关联) 态，如果存在系统 a 上

的 von Neumann 测量{∏i
a }，使得该测量不扰动

ρab，即

ρab =∑
i

(∏i
a1b)ρab(∏i

a1b)，

否则，称为量子关联态(关于单边测量)，以下直

接简称为量子关联态。在本文中，我们限制测量

为系统 a 上的 von Neumann 测量，这样经典关联

态的集合就是所有的经典—量子态。

从上面的讨论我们看到，经典关联/量子关联

这一分类框架主要是基于量子测量，而纠缠/可分

的分类框架主要是基于LOCC，两种分类框架有

本质上的不同，又有深刻的联系[18]。实际上，(1)

式所表达的可分态是一个经典—量子态，当且仅

当{ ρa
i } 可交换，即[ ρa

i ，ρa
j ] = 0。

2001 年，Henderson 和 Vedral [19]以及 Ollivier

和Zurek [20]基于测量分别提出了量子失协(quantum

discord) 的概念，作为量子关联的一种度量。之

后，人们又提出很多不同的刻画量子关联的量，

如测量诱导的扰动 (measurement-induced distur-

bance) [17]、相对熵量子失协(relative entropy of dis-

cord) [21]、几何量子失协(geometric measure of quan-

tum discord) [22—24]等。下面，我们将着重介绍量子

失协的概念和性质，并简单介绍一下几何量子失

协和相对熵量子失协。

3.1 量子失协

先回顾一下信息论中的基本概念。在经典信

息论中[25]，(离散) 态是用经典概率分布p = {pi} 来

描述的。Shannon 熵定义为

H(p): =-∑
i

pilog2 pi ，

它可以用来表示态 p 的不确定度。对于一个经典

的两体系统态(即联合概率分布)pab ={ pab
ij }，系统

a 和 b 的边缘态 (即约化态) 分别为 pa
={ pa

i : =

∑j
pab

ij }，pb
= { pb

j : = ∑i
pab

ij }。此时，系统 a 和b 之

间的关联可以用Shannon互信息

I(pab) ：= H(pa) + H(pb) - H(pab)

来度量。如果定义系统 b 相对于 a 的条件熵为

H(pab| pa) ：= H(pab) - H(pa) =∑
i

pa
i H(pb | a

i )，

其中 pb | a
i ：= { pab

ij /pa
i }是条件概率分布，则得到

Shannon 互信息的另一等价表达式：

J(pab) ：= H(pb) - H(pab| pa) .

在经典信息论中，Shannon 互信息的以上两种表

达形式是等价的，即 I(pab) = J(pab)。

现将经典系统中以上概念相应地推广到量子

系统。在量子系统中，态对应的是密度矩阵ρ(Hil-

bert 空间上迹为 1的正算子)，观测对应的是自伴

算子。Shannon 熵自然地推广为 von Neumann

熵，即

S(ρ) ：= - trρ log2ρ .

Shannon 互信息 I(pab) 对于两体量子系统ρab 的直接

推广为von Neumann(量子) 互信息

I(ρab) ：= S(ρa) + S(ρb) - S(ρab) .

接下来对 J( pab) 进行推广，这涉及到对条

件熵的推广，可以借助于测量，对系统 a 做

von Neumann 测量Pa = { ∏i
a }，其中 i 对应不同

的测量结果。测量后，得到结果 i 时系统 b 的

状态变为

ρb
i : =

tra(∏i
a 1b)ρab(∏i

a 1b)
tr(∏i

a 1b)ρab(∏i
a 1b)

，

该结果出现的概率为pi：= tr (∏i
a 1b) ρab(∏i

a 1b) 。

于是，推广的条件熵可定义为

S(ρb|Pa) ：=∑
i

piS(ρb
i ) .

相应地，J(pab) 可推广为

J(ρab|Pa) ：= S(ρb) - S(ρb|Pa) .
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容易看出，推广到量子情形后，互信息的两个表达

式并不一定相等，实际上，I(ρab) ≥ J(ρab|Pa)。I(ρab)

可以作为系统总关联的度量，而 J(ρab|Pa) 的大小

与测量基的选择有关，在所有的 von Neumann 测

量中对J(ρab|Pa) 取最大值，得到

C(ρab) ：= max
P a

J(ρab|Pa)，

这可作为经典关联的度量[19]，于是，

D(ρab) ：= I(ρab) - C(ρab)

可以作为量子关联的度量，即通常所说的量子

失协[20]。

实际上，量子失协还存在另外一个等价的描

述。若定义

Pa(ρab) ：=∑
i

(∏i
a1b)ρab(∏i

a1b)，

则

I(Pa(ρab)) =J(ρab|Pa)，C(ρab) = max
P a

I(Pa(ρab)).

所以，

D(ρab) = I(ρab) - max
P a

I(Pa(ρab))，

即量子失协就是单边的 von Neumann 测量对量子

态所造成的最小扰动(扰动大小用互信息的变化来

刻画)。

量子失协在近几年得到很多关注。量子失协

具有以下性质[8]：

(1) 对于纯态，量子失协等于量子纠缠；对于

混态，它们一般不相等。

(2) 一般来说，量子失协不是对称的，这是

由于条件熵的定义依赖于测量作用在哪一个系统

上，即

Da(ρab) ≠ Db(ρab)，

此处 Da(ρab)和 Db(ρab) 分别表示对 a， b 系统做

von Neumann 测量得到的量子失协。当然，我

们也可基于双边测量，从而得到对称化的量子

失协 [26，27]。以下在提到量子失协时，若不做特殊

说明，都是指Da(ρab)。

(3) 0 ≤ D(ρab) < I(ρab)。进一步，D(ρab) ≤ S(ρa)，

但D(ρab) ≤ S(ρb)不一定成立[28]。

(4) 量子失协在局部酉操作下保持不变，即量

子态 ρab 和(U a U b)ρab(U a U b)†具有相同的量子失

协，此处U a和U b 分别是系统a，b 上的酉算子。

(5) 在一定的意义下，几乎所有的态都具有非

零的量子失协。D(ρab) = 0当且仅当这个态是经典

—量子态，即ρab = Σi pi i i  ρb
i ，其中{pi} 为概率

分布，{ i }为系统 a 上的标准正交基， ρb
i 为系统

b 上的态[29]。

值得指出的是，对经典—量子态还有一个等

价的刻画：两体量子态ρab为经典—量子态，当且

仅当其可被系统a局部广播[30，31]。这一命题实际上

与下述两命题互相等价[31]：(1) 一组量子态可同时

被广播，当且仅当它们可交换[32]；(2) 两体量子态

可被系统a，b 双边局部广播，当且仅当其为经典

—经典态，即ρab = Σij pij i i  j j ，其中{pij}为

两体概率分布，{ i }和{ j } 分别为系统 a 和 b

上的标准正交基[33]。

(6) 对于没有量子关联但有经典关联的量子

态，可以通过局域操作产生量子关联。事实上，

所有的非纠缠量子关联都可由局域操作在经典态

上产生[18]。

这一点与纠缠相比具有很大区别，因为对

于可分态，任何局域操作都不能产生量子纠

缠。关于局域操作产生量子关联的条件，见文

献[34，35]。

(7) 所有的纠缠态都具有非零的量子失协，但

是部分可分态的量子失协也非零。一个很简单的

例子是：

ρab = 1
2 ( 0 0  + + + + +  1 1) ，

其中 + = 1
2
( 0 + 1 )。

(8) 通常情况下，量子失协在噪声环境中

的演化要比量子纠缠更平稳、更持久，量子

失协一般不会像量子纠缠那样出现突然消失

的现象 [36— 38]。

量子失协的上述性质使得它在量子计算和量

子信息中被广泛应用。下面，我们简单讨论一下

DQC1 模型及关联在其中的作用 [15]。DQC1 模型

由n + 1 个量子比特构成，如图1所示。

初始时刻，系统的状态为ρab =ρa  1b
2n ，其中
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系统 a 由一个量子比特组成，处于赝纯态ρa =
1 -α
2 1a +α 0 0 ，余下的 n 个量子比特组成系统

b，处于极大混合态。然后，对ρa 做一次 Had-

amard 变换，再将它作为控制比特，对其余的 n

个量子比特做U(酉算子) 控操作，系统的态变为

ρab
f = 1

2 (1
a  1b

2n +α 0 1  U †

2n +α1 0  U
2n ) .

相应地，初始时处于赝纯态的量子比特变成

ρa
f = trb ρab

f = 1
2 (1

a +α 0 1 ⋅ trU
†

2n +α1 0 ⋅ trU
2n ) .

在该比特上测量 Pauli 算子 σx 和 σy 的期望

值分别是：

tr(σx ρ
a
f ) = α

2nRe(trU) ，

tr(σy ρ
a
f ) = α

2n Im(trU) .

这样，我们就能够快速计算 n 维酉矩阵 U 的

迹，与已有的经典算法相比，可以实现指数

加速。

但是正如上文已经指出的那样，当 α 足够小

的时候，这一系统中不可能出现量子纠缠。那么

什么是实现该量子算法加速的原因？2008 年，

Datta 计算了该模型中的量子失协，发现并不为

零 [16]，特别是，当 α 足够小时， ρab
f 的量子失协

有如下表达式：

D( ρab
f ) = 2 - H( 1 -α

2 ) - log2(1 + 1 -α2 ) -

(1 - 1 -α2 ) log2 e.

此处 H(x) ：= - xlog2x - (1 - x)log2(1 - x) 是 Shan-

non 熵函数。尽管目前对这一模型的分析仍然存

在争议，但是这一发现在一定程度上支持了非纠

缠的量子关联仍可作为一种量子资源，用于量子

信息处理任务。实验上，量子失协在一些具体物

理系统中的演化情况已被开始研究并产生广泛影

响 [39，40]，发表在Nature，Nature Physics 和Nature

Photonics 上的评述和实验文章显示，量子失协

的确可以作为一种资源用于一些量子信息处理任

务[41—44]。

此外，量子失协也可用于分析一些基本的物

理问题，如麦克斯韦妖，量子相变等[45—51]。在量

子开放系统方面，量子关联的演化也是一个很重

要的问题，在马尔科夫环境和非马尔科夫环境下

的演化已经得到广泛研究[8，52，53]。

综上所述，可以看出量子失协可以比较好地

度量量子关联。但是，量子失协的计算在数学上

非常困难。众所周知，纠缠的度量一般情况下也

很难计算，但是至少对于两量子比特的态可以给

出形成纠缠度的一个解析的表达式[54]。然而，数

学上已经证明，即使对两量子比特的态，量子失

协也不存在解析表达式[55]。到目前为止，仅对一

些特殊的态可以解析计算其量子失协[56—63]。特别

是对于Bell 对角态：

ρab = 1
4
æ
è
ç

ö
ø
÷1ab +∑

i

ciσi σi ，

可给出量子失协的解析表达式[56]：

D(ρab) = 1
4 [(1 - c1- c2- c3) log2(1 - c1- c2 - c3)

+(1 - c1 + c2 + c3) log2(1 - c1 + c2 + c3)

+(1 + c1- c2 + c3) log2(1 + c1- c2 + c3)

+(1 + c1 + c2- c3) log2(1 + c1 + c2 - c3)

- 1 - c
2 log2(1 - c) - 1 + c

2 log2(1 + c)].

其中c：= max{ || c1 , || c2 , || c3 } .

3.2 几何量子失协

下面简单介绍一种计算比较方便的量子关联

的度量，即 2010 年由 Dakić 等提出的几何量子

失协[22]：

图1 DQC1 算法示意图
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DG(ρab)：= min
χab

 ρab - χab 2
，

其中min 是对所有量子失协为零的态 χab 取最小

值，  ρab - χab 2
: = tr(ρab - χab)2 是 ρab 和 χab 的 Hil-

bert—Schmidt 距离的平方。几何量子失协存在如

下更简便的等价表示[23]：

DG(ρab) = min
P a  ρab -Πa(ρab)

2
，

其中Pa(ρab)：= Σi( ∏i
a 1b)ρab( ∏i

a 1b)。这样，与

量子失协相似，就可以把几何量子失协看成是单

边的 von Neumann 测量对两体量子态所带来的

最小扰动 (用 Hilbert—Schmidt 距离的平方来刻

画扰动)。

对于任意两比特的量子态，更一般地 2×n

维的态，都可以给出几何量子失协的解析表达

式 [22， 23]。任何一个两比特的量子态都有如下的

Bloch表示：

ρab = 1
4
æ

è
ç

ö

ø
÷1a 1b +∑

i = 1

3

xiσi 1b +∑
i = 1

3

yi1a σi +∑
i, j = 1

3

tijσi σj ，

其中 xi = trρ(si  1b)，yi = trρ(1a  si)，tij = trρ(si 

sj)。x ：= (x1，x2，x3)t 和 y ：= (y1，y2，y3)t 是边缘

态 ρa 和 ρb 的Bloch 矢量，而T ：= {tij}是两体量子

态的关联矩阵。ρab 的几何量子失协为

DG(ρab) = 1
4 ( )|| x 2 +  T 2 - kmax ，

其中，kmax 是矩阵K = xx t + TT t 的最大本征值。

进一步，对于任意的两体纯态以及一些高度

对称的态，都可以给出几何量子失协的解析表达

式。但是，对于一般的两体量子态，目前仍没有

得到几何量子失协的解析表达式，这主要是因为

在高维情形时，量子态的Bloch 表示没有一个很

好的几何对应关系[23，24]。

另外，还存在一个与几何量子失协密切相关

的量，即测量诱导的非局域性[64]：

N(ρab) ：= max
P a  ρab -Πa(ρab)

2
，

其中 max 是对所有不扰动 ρa 的系统 a 上的 von

Neumann 测量(即Pa(ρa) = ρa) 取最大。

3.3 用相对熵量化关联

上面指出，量子纠缠不是全部的量子关联，

但是之前纠缠的度量和量子关联的度量分别是基

于不同的出发点的，难以将量子纠缠和量子关联

进行统一的比较。为了给出经典关联、量子关联

以及纠缠的一种统一的度量，Modi等人提出了用

相对熵来度量关联[21]。

密度矩阵 ρ相对于s的相对熵定义为

S(ρ|s) ：= - trρlog2s - S(ρ) ，

S(ρ|s) ≥ 0。当且仅当 ρ = s 时，有 S(ρ|s) = 0，

S(ρ|s) 可以看做 ρ与 s之间的某种距离。

记可分态构成的集合为 S，经典—经典(关

联) 态构成的集合为C，则可以定义两体量子态

ρab 的相对熵纠缠度 (relative entropy of entangle-

ment)为

Er(ρab) ：= min
σab∈ S

S(ρab|σab) ，

相对熵量子失协(relative entropy of discord) 为

Dr(ρab) ：= min
χab∈C

S(ρab|χab) ，

以及 dissonance 的度量 (relative entropy of disso-

nance)

Qr(ρab) ：= min
χab∈C

S(σab|χab) .

其中 σab 是 Er(ρab) 定义中的最优 σab 。dissonance

是量子关联中除去量子纠缠后剩下的部分。在

两体纯态中，量子纠缠就是所有的量子关联，

即两体纯态中是不存在 dissonance 的。但是在两

体的混合态中，量子纠缠一般并不是所有的量

子关联[21]。

用相对熵来度量关联的一个优势是，可以计

算多体系统的关联，并且将各种关联放在一个统

一的框架里进行比较。

4 总结与展望

随着量子信息论的进一步发展，人们对量

子关联的本质和应用越来越感兴趣。在量子关
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