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图1 普通空间和自旋空间 (a)二维欧几里德空间；(b)自旋量子态的希尔伯特空间

走近量子纠缠系列之六
纠缠态及实验
张天蓉†

2015－01－19收到

† email：tianrong1945@gmail.com
DOI：10.7693/wl20150308

在谈到实验之前，还得顺便提

一句，我们在此系列文章中，所谈

到的量子纠缠以及推导贝尔不等式

的过程，用的都是EPR佯谬简化了

的波姆版。也就是说，我们使用了

两个不同的自旋(“上↑”和“下↓”)

来表述量子态，这使得问题叙述起

来简化很多，因为在这种只有两个

离散变量的情况下，单个粒子的量

子态，只对应于二维的希尔伯特空

间。希尔伯特空间可以理解为将维

数扩展到无穷大、变量扩展到复数

的欧几里德空间。一个量子态被表

示为希尔伯特空间中的一个矢量。

单粒子的自旋空间是一个简单的二

维希尔伯特空间。如果考虑两个粒

子系统的自旋状态，便对应于四维

的希尔伯特空间。在爱因斯坦等人

的原始EPR文章中，是用两个粒子

的位置及动量来描述粒子之间的

“纠缠”。位置和动量是连续变量，

可以取无穷多个数值，如此表示的

量子态则对应于无穷维希尔伯特空

间中的矢量。因而，描述和推导都

非常复杂，解释起来也困难多了。

为简单起见，我们使用自旋或类似

的可数离散变量来描述和解释量子

态，包括纠缠态。这种方法称之为

“离散变量”的方法。但在实际的物

理理论和实验中，描述和制备纠缠

态时，也可以使用“连续变量”的

方法。连续变量和离散变量的纠缠

态，在理论和实验研究上有所不

同，而在量子信息的应用方面，也

各有其优缺点。

在前面的几节中，我们介绍了

“叠加态”和“纠缠态”，现在，不

妨用点简单的数学来重新整理一下

这几个基本概念。

单粒子的自旋量子态，可以表

示为二维希尔伯特自旋空间中的一

个矢量。著名的英国物理学家狄拉

克为量子态空间定义了一套十分优

雅的符号系统，比如说，狄拉克用

下面两个符号来表示粒子自旋的两

个基本状态： |上>和 |下>，或者记

作 |0>和 |1>。这两个基态是自旋空

间的基矢，如图1所示。

一个粒子的自旋叠加态，可以

表示成这两个基态(自旋本征态)的

线性叠加，如图1(b)所示，

|叠加态>=C1|0>+C2|1> ， (1)

这里的C1和C2是满足| C1|2+|C2|2=1的

任意复数，它们对应于两个本征态

在叠加态中所占的比例系数。当

C1=0，或者C2=0时，叠加态就简化

成两个本征态。两个比例系数的平

方 |C1|2 或 |C2|2，分别代表测量时，

测得粒子的状态为本征态 |0> 或本

征态 |1>的几率。

除了自旋系统之外，狄拉克符

号及公式 (1)也可以用以表示其他系

统的本征态。比如，在杨氏双缝实

验中，电子或光子位置的叠加态可

以写成：

|双缝态>=C1|缝 1>+C2|缝 2> 。

薛定谔理想实验中的猫，也可

以写成叠加态的形式：

|猫态>=C1|活猫>+C2|死猫> 。

这个薛定谔猫的例子可以叙述

得更具体一些。比如，如果在实验

中我们能够确定 C1=0.8 和 C2=0.6，

那么打开盖子时，见到活猫的几率

是 0.82=0.64，而见到死猫的几率是

0.62=0.36。就是说，实验者有 64 %

的概率看见一只活蹦乱跳的猫，而

只有36 %的概率看见一只死猫。感

谢上帝，他并不会看到一只可怖的

又死又活的猫！薛定谔和爱因斯坦

认为那种猫很可怕，但根据玻尔一

派的观点，那种叠加的“|猫态>”

只有可能存在于打开盖子之前，盖
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子被揭开之时，叠加态便立刻 “塌

缩”到了其本征态之一。至于打开

盖子之前，玻尔等人认为：猫可能根

本就不存在，也不用去想它到底是什

么模样，那是个毫无意义的问题！

上述两个例子中的状态，诸如

|缝 1>、|缝 2>、|活猫>、|死猫>，都是

“本征态”。根据上面的公式(1)可看

出，叠加态是普遍的大多数，而本

征态只代表(C1=1，C2=0)或者(C1=0，

C2=1)的少数极端情况。还可以看

出，如果一个粒子处于本征态，那

么，它的测量结果是确定的 (几率

=1)。

本征态是确定性的，因此，只有

叠加态才表现出量子力学“既在这

儿、又在那儿”的诡异特征。现在，

我们从简单的数学表述，更为深刻地

理解了：叠加态的存在是量子力学最

大的奥秘，是理解量子力学的关键。

那么，又应该如何从数学上来

表示“纠缠态”呢？我们以最简单

的两个粒子的纠缠为例说明。如果

有两个粒子A和B，它们分别都有

两种自旋本征态 |0>， |1>，将它们

简写为(A1，A0)和(B1，B0)。从两个

单粒子的自旋本征态，应该可以组

合成 4种双粒子自旋本征态：A1B1、

A1B0、A0B1、A0B0。类似于单粒子

的情形，这4种本征态可以作为4维

空间的基底，如果以满足一定归一

化条件的复数C1，C2，C3，C4为系

数，便能线性组合成许多混合叠加

态。这些叠加态可以分成两大类：

纠缠态和非纠缠态。如果一个双粒

子叠加态可以写成单个粒子状态的

(张量)乘积的话，就是非纠缠态，

比如下面是一个非纠缠态的例子：

非纠缠态例子=A0B0－A0B1+

A1B0－A1B1=(A0+A1)*(B0－B1) ，

因为它可以写成第一个粒子的叠加

态 (A0 +A1)和第二个粒子的叠加态

(B0－B1)之乘积的形式。为简单起

见，我们在上述量子态的表达式中

略去了几率归一化的系数Ci。

现在，研究下面这几种双粒子

叠加态：

纠缠1=A0B1－A1B0 ， (2)

纠缠2=A0B1+A1B0 ， (3)

纠缠3=A1B1－A0B0 ， (4)

纠缠4=A1B1 + A0B0 ， (5)

可以证明，上述叠加态无法表达成

两个单粒子状态的乘积，这在物理

上意味着两个粒子的状态纠缠在一

起不可分。也就是说，如果对其中

一个粒子 A 的状态进行测量的话，

当A塌缩到某个本征态时，粒子B

的状态也立即塌缩到一个与A所塌

缩状态相关的本征态，即对A的测

量将影响对B的测量。用上面的量

子态“纠缠 1”为例来说明这种多

粒子复合态如何纠缠。首先，“纠缠

1”是一个由两个本征态 A0B1 和

A1B0组成的叠加态。测量之前的状

态“既是 A0B1，又是 A1B0”。一旦

测量任何一个粒子，比如对粒子A

进行测量的话，A的状态立即塌缩

成0，或者1，几率各半。然而，在

测量A的瞬时，怪事发生了：虽然

B没有被测量，但却同时塌缩到与

A相反的状态，即使这个时候A和

B已经相距很远很远。这便是A和

B互相纠缠的意思。

除了前述的 4 种纠缠态之外，

还有很多种纠缠态。纠缠态是多粒

子量子系统中的普遍形式。上面

(2)—(5)式所列的 4 种特殊纠缠态，

被称之为贝尔态。

实际上，薛定谔的猫态并不是

简单的死猫和活猫的叠加态，而应

该是“猫”和实验中“放射性原

子”两者构成的纠缠态：

|猫和原子的纠缠态>=

|活猫>* |原子未衰变>+|死猫>*|原子衰变了>。

如果使用量子论的正统解释，

上面表达式的意思是说，薛定谔的

猫与原子组成的两体系统，处于两

个本征态的混合，即

|本征态1>=|原子未衰变、活猫>，

|本征态2>=|原子衰变了、死猫>。

盒子打开之前，总状态不确定，是|

本征态 1>和 |本征态 2>的混合叠

加。盒子一旦打开，总状态塌缩到

两个本征态之一，几率各半。

现在再回到贝尔不等式。大家

还记得，在上一节中，我们是用经

典概率方法导出这个不等式的。所

以，经典粒子的行动规律一定会受

限于这个不等式。但量子理论中的

粒子又如何呢？会不会遵循这个不

等式？简单的理论推导可以证明：

量子粒子的行为是违背贝尔不等

式的。

仍然考虑(2)式的叠加态“纠缠

1”，它对应的量子态又叫做自旋单

态。根据量子力学，如果在夹角为θ

的两个不同方向上对这个自旋单态

粒子对进行观测，理论预言的关联

函数平均值将会是－cosθ。这个结

果的推导过程需要用到量子力学自

旋的计算，在此不表。但是，我们

下面利用这个结论，加上几步简单

的代数运算，可以检验量子力学的

理论是否符合贝尔不等式。

上一节得出了贝尔不等式：

|Pxz－Pzy|≤1+Pxy，其中的 x，y，z 不

一定需要构成三维空间的正交系。比

如说，可以取位于同一个平面上的3

个方向，依次成60°的角。这样就有：

Pxz = Pxy =－cos60o=－1/2 ，

Pzy =－cos120 o=1/2 ，

代入贝尔不等式左边，则为|－1/2－

1/2|=1，代入贝尔不等式右边，则

为 1－1/2=1/2，因此，对量子力学

的这种情况，贝尔不等式不成立。

刚才的例子说明，量子理论已

·· 190



·44卷 (2015 年) 3 期

经违背了贝尔不等式，实验结果又

如何呢？尽管纠缠态是多粒子量子

系统中的普遍形式，但是，要在实

验室中得到好的纠缠态，可不是那

么容易的。有了纠缠度高、效率

高、稳定可靠的纠缠态，才有可能

在实验室中来验证我们在上一节中

说到的贝尔不等式，作出爱因斯坦

和量子力学谁对谁错的判决，也才

有可能将量子纠缠态实际应用到通

讯和计算机工程技术中，实现“量

子传输”及“量子计算机”等激动

人心的高科技。

上世纪70年代早期，一位年轻

人走进了哥伦比亚大学“吴夫人”

(美籍华人物理学家吴健雄)的实验

室，向吴夫人请教20多年前，她和

萨科诺夫第一次观察到纠缠光子对

的情况，那是在正负电子湮灭时产

生的一对高能光子。当时的吴夫人

没有太在意年轻学生提出的这个问

题，只让他和她的研究生卡斯蒂谈

了谈。这位年轻人名叫克劳瑟，出生

于美国加利福尼亚的物理世家，因为

他的父亲、叔叔及家中几个亲戚都是

物理学家，克劳瑟从小就听家人们在

一起探讨和争论深奥的物理问题，后

来，他进了美国加州理工大学，受到

费曼的影响，开始思考量子力学基

本理论中的关键问题，他把一

些想法和费曼讨论，并告诉费

曼说，他决定要用实验来测试

贝尔不等式和EPR佯谬。据他

自己后来半开玩笑地描述当时

费曼的激烈反应：“费曼把我从

他的办公室里扔了出去！”

贝尔定理和贝尔不等式被

誉为“物理学中最重要的进

展”之一。之后，贝尔不等式

被一个紧紧纠缠在一起的美国

物理学家四人小组(CHSH)的

工作所改良，称为CHSH不等

式。这四个人的名字是：克劳

瑟、霍恩、西摩尼、霍尔特。

上面提到的年轻人就是其中之

一。尽管当克劳瑟对费曼说，

他要用实验来检验贝尔定理，

费曼激动得把他从办公室赶了

出去。但克劳瑟却坚信实验的

必要性，他总记得同是物理学

家的父亲常说的一句话：“别

轻易相信理论家们构造的各种

各样漂亮的理论，最后，他们

也一定要回过头来，看看实验

中你得到的那些原始数据！”

后来，克劳瑟及其合作者果然

成为CHSH-贝尔不等式实验验

证的第一人。
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