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摘 要 材料体系的拓扑量子行为是当前凝聚态物理研究的热点。作为一种新型拓

扑量子态，Weyl半金属最近引起了人们的关注。文章以烧绿石结构铱氧化物A2Ir2O7(其中

A=Y或稀土元素)为例，介绍了Weyl半金属的奇特性质：Weyl点受拓扑保护稳定；Weyl半
金属有着受拓扑保护的表面态，即非闭合的费米弧；Weyl半金属的反常霍尔效应与Weyl点
的位置有关，和能带的细节无关；Weyl半金属特有的输运性质。文章还介绍了人们预言的

几种Weyl半金属以及相关的实验进展。
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Abstract Currently, the topological behavior of materials is a hot topic in condensed mat-

ter physics. As a new class of topological quantum states, Weyl semimetals have attracted exten-

sive interest. Taking the pyrochlore iridates A2Ir2O7 (A=Y or rare earth element) as an example, we

discuss the novel properties of Weyl semimetals. Their Weyl nodes are robust, they have special

surface states in the form of Fermi arcs, the anomalous Hall effect is proportional to the separation

between the Weyl nodes, and they have novel transport properties. We also discuss some materials

predicted to be Weyl semimetals, and recent experimental progress.
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1 引言

众所周知，材料体系按照其电子能带结构的

不同可以划分为金属和绝缘体。近年来的研究表

明，绝缘体可以进一步细分为平庸绝缘体和拓扑

绝缘体。拓扑绝缘体表现出与一般绝缘体完全不

一样的量子现象与物性，例如：拓扑保护的表面

态、反弱局域化、量子自旋/反常霍尔效应等等[1—3]。

因此从被发现后，拓扑绝缘体立即成为了凝聚态

物理、材料科学中的一大热点研究领域[1—3]。拓扑

绝缘体的一个重要特性是，小的微扰对其拓扑不

会有影响，这就使得人们可以定义绝缘体的拓扑

性质(也就是说，只要这个微扰不关闭绝缘体的能

隙，绝缘体的拓扑性质就不会发生改变)[1—3]。近

年来人们发现了一类特别的金属体系，它们的低
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能激发可以用粒子物理中的 2 分量 Dirac 方程即

Weyl 方程来描述 [4, 5]，因此这类材料体系被称为

Weyl半金属[6—8]。Weyl半金属虽然没有能隙，但

是仍然具有拓扑非平庸行为 [6—8]。本文将先介绍

Dirac方程及Weyl方程，然后以A2Ir2O7为例，介

绍Weyl半金属的奇特性质及相关进展。

2 Dirac方程

1928 年，Dirac 引入下面的描写自由电子的

相对论波动方程[5]：

iℏ ∂
∂t
Ψ = HΨ ，

H = -iℏcα· +mc2β = cα·p + mc2β ，
(1)

其中 α = æ
è

ö
ø

0 σ
σ 0

， σ为Pauli矩阵； β = æ
è

ö
ø

I 0
0 -I

，

I = æ
è

ö
ø

1 0
0 1

是 2×2单位矩阵。与薛定谔方程不同，

由(1)式可见，Dirac方程的波函数为4分量。

Dirac方程除了在粒子物理中广泛应用外，近

年来人们还发现它可以用来描述多个凝聚态体系

的低能激发行为。人们称这类可以用Dirac方程

描写低能激发的材料体系为Dirac材料体系 [8—11]。

目前人们已经发现多个Dirac材料体系，如：石墨

烯[12]、单层氮化硼[13]、高温铜氧化物d波超导体[8]、

拓扑绝缘体[1—3]等。在Dirac材料体系中，电子由

准动量为 p，能量为E(p)的布洛赫态描写。显然

Dirac方程只能描写在布里渊区某些点附近的低能

激发，不能描述Dirac材料体系在整个布里渊区

的激发行为。与粒子物理中的 Dirac 方程不一

样，Dirac材料体系满足的Dirac方程中 c不是光

速，而是体系的费米速度，所以该方程不满足洛

伦兹不变性。由于材料对外场的响应主要由其低

能激发谱决定，所以Dirac材料具有类似的热力

学、输运、光学等性质[8]。

作为著名的Dirac材料，石墨烯一直是人们

关注的热点 [12， 14]。石墨烯是由一层以六角形蜂

巢结构周期性紧密堆积的碳原子构成的一种

二维碳材料。它的每个元胞晶格矢量可以写为

a1 = a
2

(3，3) ， a2 = a
2

(3， - 3) ，其中 a≈1.42 A
∘

为最近邻碳原子的距离。石墨烯元胞里面包含 2

个碳原子，构成A，B两套子格。碳原子的外层

电子构型为2s22p2，在石墨烯中有3个价电子形成

sp2杂化，它们与 3 个近邻碳原子上的电子形成

σ键，远离费米能级，而它的 pz 电子与 3个近邻

碳原子上的 pz 电子组成π键。π键电子在费米能级

附近，所以在石墨烯中的低能激发可以用 pz 电子

来描写。只考虑最近邻之间的相互作用，即电子

可以跳到最邻近原子中，这时系统的哈密顿量有

如下形式：

H = -t∑
< i，j >

(a+
i bj + h.c.) ，

其中ai，bj分别为元胞 i，j的A，B子格上 pz 电子

湮灭算符，<i，j>表示求和是对最近邻进行的。

做傅里叶变换，得到动量空间哈密顿量为

H ( )k = æ
è
ç

ö
ø
÷

0 f (k)
f *(k) 0

，

其中

f ( )k = - t( )e
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2 ，

δ1 = a
2

(1，3)， δ2 = a
2

(1， - 3)， δ3 = -a( )1，0 为3

个最近邻矢量。由此可得石墨烯的能带色散关系为

E( )kx,ky =

±t 1 + 4 cos
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由上式可以看出，导带底和价带顶刚好相交于布

里渊区 K =
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2π
3a

， 2π
3 3a

和 K′=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2π
3a

， - 2π
3 3a

这 2个点，费米面正好通过这 2个点，所以石墨

烯是能隙为零的半金属材料。在布里渊区K和K'

点附近做展开，可得

H ( )q ≈ ℏVF

æ
è
ç

ö
ø
÷

0 qx ± iqy

qx∓ iqy 0
，

其中 q是相对于Dirac点的动量，VF≈1×106 m/s是

费米速度。由于石墨烯是非磁性材料，它的自旋

简并，所以在以上的公式中没有考虑其自旋。加

入自旋，可以看出石墨烯的低能激发可用 2个自

旋简并的Dirac锥描写，也就是说，在其布里渊

Δ
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区K和K'点附近，电子满足4分量的无质量Dirac

方程。由于在布里渊区K，K'点附近，其电子能

量与波矢呈线性关系，石墨烯的量子霍尔效应与

一般材料的量子霍尔行为大不相同：其阶梯序列

与标准的阶梯序列相差1/2，没有零级平台[12]。

石墨烯中的 Dirac 点是受对称性保护存在

的，是拓扑非稳定的。打破其相应的对称性后，

其Dirac点将消失。比如，打破石墨烯中心反演

对称性、C3v对称性，都能消除其Dirac点，使得

石墨烯变成绝缘体[8]。2005年，人们还发现，即

使不打破其对称性，通过引入自旋—轨道耦合相

互作用，石墨烯也会变成绝缘体，而且是拓扑非

平庸的绝缘体[1—3]。那么材料体系能带结构中能量

与动量成线性的Dirac锥是否可能具有拓扑稳定

性呢？答案是肯定的，下面将介绍具有这一行为

的Weyl半金属[6—8]。

3 Weyl方程

在 Dirac 方程被提出一年以后，Weyl 发现，

当Dirac方程中的质量为零时，该方程可以变成

为Weyl方程[4]：

iℏ ∂
∂t
Ψ = HΨ，H = cσ·p . (2)

Weyl方程是静止质量为零、自旋为 1/2的粒

子满足的两分量波动方程。 Weyl 方程中有

[ ]σ·p，H = 0 ，所以 σ·p 守恒，
σ·p

|| p
是自旋沿

动量方向的投影，也是守恒量。因为
(σ·p)

|| p
(σ·p)

|| p

= 1，所以有
(σ·p)

|| p
= ±1，其中取+1的为右旋粒

子态，取－1的为左旋粒子态。

1930年，Pauli认为在β衰变过程中，除了电

子之外，同时还产生静止质量为零而且电中性的

中微子[15]。很自然，人们认为中微子是一种Weyl

费米子，它的行为可以用Weyl方程描写。但是后

来人们发现中微子是有质量的粒子。目前在人们

已知的粒子中，没有一个属于Weyl费米子。有意

思的是，最近人们预言有些凝聚态体系的低能激

发可以用Weyl方程来描述[6—8]，这类材料被命名

为Weyl半金属。

4 Weyl半金属

如上所述，Dirac方程是4分量的，所以Dirac

材料中的Dirac点必须是4个能级的交点。而Weyl

方程是两分量的，也就意味着Weyl半金属中的

Weyl点必需是 2个非简并能级的交点。对于同时

具有空间反演对称和时间反演不变的材料体系，

每个能带都至少是两度简并的，因此其能带的交

点最少是 4度简并的。所以在同时具有空间反演

对称和时间反演不变的体系中，不会有Weyl半金

属材料[6—8]。为了得到Weyl半金属，人们需要打

破时间反演不变或空间反演对称性 [6—8]。5d过渡

金属氧化物体系有着较为明显的电子关联相互作

用，往往都是打破时间反演不变的磁性材料[16—18]。

下面介绍烧绿石结构铱氧化物的能带结构和可能

的Weyl半金属行为以及Weyl半金属特有的性质。

4.1 烧绿石结构铱氧化物的电子结构、磁性

性质

5d过渡金属氧化物有着中等强度的电子关联

和非常大的自旋轨道耦合强度，它的自旋序、轨

道序对晶格高度敏感，因此表现出一系列奇特的

性质，近来引起了人们的高度关注[16—18]。

烧绿石结构过渡金属氧化物一直是人们感兴

趣的研究课题[19，20]。烧绿石结构氧化物属于面心

立方晶系，它的空间群为Fd3m(No.227)。这种结

构可以认为是由共顶点的六边钨青铜结构的B2O6

八面体和有类赤铜矿(Cu2O)结构的A2O互相贯穿

而成网络结构(见图 1(a))。其中A3+占据结晶位置

16d位置(1/2，1/2，1/2)，B4+(通常为过渡金属阳

离子，在此为 Ir 离子)位于结晶位置 16c(0，0，

0)。根据对称性，氧离子分为两类，O(1)位于 8b

位置(3/8，3/8，3/8)，O(2)处于 48f 位置(x，1/8，

1/8)。内坐标 x值主要由A3+的半径决定。如果位

置参数 x=3/8时，烧绿石结构中阴离子形成完美

的立方排列，A位多面体是规则的立方体，B位
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图1 (a)烧绿石结构图；(b)全进/全出的磁构型图

多面体是断面成三角形的扁平八面体。x=0.3125

时，B位成为规则的扁平八面体，A位扭曲形成

断面为三角形的偏三角面体。对于A2Ir2O7(A为Y

或者稀土元素)，其内坐标 x介于 0.325到 0.340之

间[19，20]。

实验已合成了一系列烧绿石结构铱氧化物

(A2Ir2O7，其中A为Y或者稀土元素)[21—24]。实验发

现，随着A位元素的变化，烧绿石结构铱氧化物

表现出不同的特性：Y2Ir2O7是绝缘体 [21]，随着A

位原子半径的增大，A2Ir2O7的电阻下降[21]，当 A=

Nd时，Nd2Ir2O7变为金属[22]，Pr2Ir2O7表现出Kondo

效应并且具有自发的霍尔效应 [23]。实验还发现，

温度能导致绝缘性的A2Ir2O7发生金属—绝缘体转

变，而且转变温度和A位元素有关。比如A=Nd，

Sm，Eu，Gd，Tb，Dy，Ho时，A2Ir2O7的金属—

绝缘体相变温度分别为 33 K，117 K，120 K，

127 K，132 K，134 K和 141 K[24]。另外，零场冷

却、加场冷却磁化曲线实验表明，该大类材料体

系为磁性材料[21，24]，由于零场冷却和加场冷却磁

化曲线有很大的差异，早期实验认为A2Ir2O7是自

旋玻璃态[21]。

基于局域密度近似的能带理论计算结果表

明，A位稀土元素 4f带对A2Ir2O7费米能级附近的

电子结构的影响很小[6]，稀土元素主要是通过改

变A2Ir2O7材料的几何结构从而影响材料的物理性

质。随着A位原子由Nd→Ho，其原子半径变小。

这导致 Ir—O—Ir键角变小[21，24]。较小的 Ir—O—Ir

键角意味着 Ir—Ir 之间的有效的 hopping 变小，

Ir-5d电子受到的屏蔽变小，从而使其有效库仑关

联U变大。这是半径较小的稀土元素占据A位时

材料有着更大的金属—绝缘体转变温度的原因[21，24]。

除了 Pr2Ir2O7外，其他的 A2Ir2O7 (A 为稀土元素或

Y)材料都有着类似的电子结构和磁性性质，因此

可以以Y2Ir2O7为代表，对A2Ir2O7的电子结构和磁

性性质进行讨论。

Y2Ir2O7元胞中有 4个 Ir原子，每个 Ir原子都

和其近邻的 6个O原子形成八面体，在此八面体

场下，Ir的 5d轨道分裂为 eg和 t2g轨道，由于 Ir的

5d 轨道实空间很延展，这使得它有很大的晶体

场，eg带约在费米能 2 eV以上，在费米能附近的

能带主要是 Ir的 t2g带，它和O-2p带有着很强的杂

化作用。对于Y2Ir2O7而言，由于强的自旋轨道耦

合作用，t2g带分裂为Jeff=1/2和Jeff=3/2这2个子带[6]。

Jeff=3/2带远离费米面，靠近费米能是 8个 Jeff=1/2

带。不打破时间反演对称性的LDA+SOC(局域密

度泛函结合自旋轨道耦合)计算表明，在Γ点这 8

个 Jeff=1/2能级劈裂为 2-4-2 简并。在 Y2Ir2O7 中 Ir

是+4 价的，每个 Ir 有 5 个 5d 电子，其中 4 个填

Jeff=3/2 态，一个填 Jeff=1/2 态。元胞里面有 4 个

Ir，所以 Jeff=1/2 的带填 4 个电子。考虑到在Γ点

Jeff=1/2是 2-4-2简并，所以在Γ点 4度简并的能带

只填 2个电子。研究表明，5d材料体系的电子关

联U远小于3d电子体系，因此只有打破时间反演

不变性，Y2Ir2O7才有机会在实验观测中表现绝缘

体行为[6]。

为了找寻Y2Ir2O7的基态磁构型，先选取多个

初始的磁构型(包括所有可能的 Ir初始磁矩都沿

(100)、(111)、(110）、(120)面的铁磁和反铁磁构

型)，分别作LSDA+U+SOC(局域自旋密度泛函加

电子关联U加自旋轨道耦合)计算 [6]。计算发现，

在自洽过程中，Ir磁矩的取向都有向 Ir

正四面体的(111)方向(即指向或者指离

Ir组成的正 4面体中心)转动的趋势[6]。

这提示人们，由于晶体场、自旋轨道

耦合以及 Ir离子之间磁相互作用，使

得 Ir的磁矩选择(111)方向。所以可考

虑所有的 Ir磁矩(111)取向的可能：全

进/全出构型，即组成正四面体的４个

Ir的磁矩要么全部指向正四面体的中

心，要么全部指离正四面体的中心(见
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图1(b))；2进/2出，即自旋冰磁构型；3进/1出磁

构型，即组成正四面体的 3个 Ir的磁矩指向正四

面体的中心，剩下的一个 Ir的磁矩指离正四面体

的中心。计算结果发现，这种长程、公度、非共

线的全进/全出磁构型总能最低。而且这种构型是

唯一在自洽计算过程中保持稳定的磁构型(即在

LSDA+U+SOC计算自洽的过程中，其磁矩方向

严格保持全进/全出，不发生变化)。对于计算考

虑的所有其他的磁构型，即使其总能收敛得很

好，可是其磁矩的取向在自洽循环时仍然一直在

发生变化。全进/全出构型的净磁矩为零这也和实

验结果一致[21]。另外U=2.0 eV时，LSDA+U+SOC

给出全进/全出构型为绝缘体，这也和实验相符[21]，

而所有其他的磁构型都得到金属行为。为了探寻

可能的 q不为零的构型，也可以计算其费米面，

计算没有发现强的费米面nesting行为。基于磁力

理论和线性响应理论[25]，也计算了与波矢 q有关

的磁交换作用 J(q)，发现这个量的极值在 q=0

处。综合上面这些理论研究结果，可以认为烧绿

石结构 Ir 氧化物的基态磁构型为全进/全出的q=0

的公度长程序[6]。目前这一理论预言已经被多个

实验所证实[26]。

由于A2Ir2O7材料系统有磁性，所以它们不会

是有着时间反演不变性的拓扑绝缘体 [1—3]。那么

5d电子强自旋轨道耦合和电子关联共同作用下是

否可能存在新型拓扑量子态？如前所述，随着

A2Ir2O7上A位原子的变化，Ir-5d电子的有效电子

关联强度U也将发生变化，约在 1.0 eV到 2.0 eV

之间[6，18]，所以系统地研究该材料体系是一个有

意义的课题。

众所周知，在基于平均场理论框架下的

LDA+U方法中，U的主要影响是使得占据的能带

向下移动，而没有占据的能带向上移动，所以增

加U将使得能隙变大 [27]。与一般材料完全不同，

Y2Ir2O7表现出奇怪的现象。如图 2 所示，当 U=

2.0 eV 时，材料有很小的能隙，可是当减小 U

时，由能带图看似乎能隙在变大。注意到材料满

足中心反演对称性时，中心反演对称会使得实空

间 r = -r，波矢 k = -k。所以对于满足 k = -k+G

(其中G为倒格矢)的时间反演不变波矢，可以对

其能带标示宇称，进而分析Y2Ir2O7能带的反常行

为。烧绿石结构的 8个时间反演不变波矢分别为

Γ=(0，0，0)；X，Y，Z (它们为 2π
a

(1，0，0)，

2π
a

(0，1，0)和 2π
a

(0，0，1))；以及 4个 L点(分

别为 π
a

(1，1，1)， π
a

(-1，1，1)， π
a

(1，-1，1)

和 π
a

(1，1，-1))。如前面所述，费米能附近的带

均为 Ir的 t2g带，由于强的自旋轨道耦合，Jeff=3/2

带的能量比 Jeff=1/2带低，是完全填充的满带。所

以在讨论可能的拓扑量子态时可以不用讨论 Jeff=

3/2带。Y2Ir2O7元胞里面有 4个 Ir，所以只需要考

虑 4个占据的 Jeff=1/2带的宇称即可。以一个 Ir原

子为反演中心时，X，Y，Z的宇称一样，虽然根

据对称性 4个 L点也等价，但是这时候 L'( π
a

(1，

1，1))与其他3个L点的宇称相反。表1中列出了

U=2.0 eV和U=1.5 eV时，８个时间反演不变点上

占据的４个 Jeff=1/2带的宇称。可见Γ点和X，Y，

Z 点上的宇称并不发生变化，但是随着 U 的变

化，4个 L点上的宇称发生了变化。设在Uc时宇

称发生翻转，这时候，在U>Uc和U<Uc这 2种情

况下，只有一个相是绝缘体[6]。可以证明，当宇

称发生翻转时，一对Weyl点由时间反演不变点产

生或者消灭 [6]。计算表明，当U>1.8 eV时，得到

的宇称和U=2.0 eV时是一样的。所以人们可以断定

U>1.8 eV的相为Mott绝缘体，而U<1.8 eV时，费

相位

U=2.0 eV

U=1.5 eV

Γ

++++

++++

X，Y，Z

+--+

+--+

L'

+---

+--+

L(×3)

-+++

-++-

表1 LSDA+U+SOC得到的Y2Ir2O7的4个占据Jeff=1/2带(从左向右能级能量增加)

的宇称(表中符号+表示宇称为+1，符号－表示宇称为－1)
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图2 LSDA+U+SOC的Y2Ir2O7能带(EF表示费米能级)；(a)U=

1.5 eV的结果；(b)U=2.0 eV的结果

米能上出现Weyl点[6]。

通过在布里渊区取很密的网格点，人们也用

LSDA+U+SOC方法仔细地搜寻了Y2Ir2O7中可能

的Weyl点。计算表明，当U=1.5 eV时，在波矢

k=(0.52，0.52，0.30) 2π
a

处有一个Weyl点。由于

材料有绕着L点的 3度旋转对称性，绕着 z轴的 4

度旋转对称性以及中心反演对称性，所以这个材

料有着 24个Weyl点。计算表明，没有其他能带

通过费米面，而体系具有中心反演对称性，这使

得 24个Weyl点的能量相同。所以费米面正好通

过Weyl点，材料表现出半金属特性[6]。

4.2 Weyl点受拓扑保护稳定性

因为A2Ir2O7材料有着长程磁序，这打破了时

间反演不变性，因此这里得到的是 2个非简并能

级的交点叫Weyl点。因为是两个非简并能级的交

点，在Weyl点附近只有2个能带，其哈密顿量可

以写为

H = æ
è
ç

ö
ø
÷

A B + iC
B - iC -A

+ æ
è
ç

ö
ø
÷

D 0
0 D

，

该方程的2个本征值为 E = D ± A2 + B2 + C 2 ，所以

Weyl点的存在需要同时满足A=0，B=0，C=0这 3

个条件。而三维体系有 3个参数 kx，ky，kz。当然

这并不能保证总是可以使得上面 3个条件成立。

但是如果一旦有了Weyl点时，外界的微扰就只能

使得Weyl点移动，除非2个手性相反的Weyl点相

遇，才能使得Weyl点消失。也就是对哈密顿量小

的微扰，可以通过调节 kx，ky，kz(即通过移动

Weyl点在布里渊区的位置)使得上述的3个条件成

立，这时体系还是有Weyl点。需要强调的是，上

面的分析没有用任何对称性，这表明在三维材料

中Weyl点的稳定性是受拓扑保护的，和材料具体

的对称性无关。

如前所述，U=1.5 eV时，LSDA+SOC+U计

算给出 Weyl 点在 k=±(0.52，0.52，0.30) 2π
a

和其

对称点处。LDA+U+SOC计算证实，稍稍变化U

的数值不能使得Weyl点消失。计算表明，随着U

的增加，Weyl点将向时间反演不变点 L点移动。

当U=1.8 eV时，有着相反手性的Weyl点在L点相

遇消失，这时候材料变为绝缘体。随着 U 的减

小，Weyl点向时间反演不变点X点移动，并且在

U=1.0 eV时有着相反手性的Weyl点在X点相遇，

这时能级的交点消失。这也显示保持平移对称的

微扰项不能使得能隙打开，而只能使Weyl点在 k

空间内移动。因此，Weyl费米子体系是拓扑稳定

的。不幸的是，计算表明，对于小U(U=1.0 eV)

的情况，在布里渊区其他地方有能带通过费米

能，材料变为金属而不是具有特别磁电耦合的

Axion绝缘体[6，28]。

下面以一个三维两能带模型[29]为例子来进一

步描述Weyl半金属：

Hk = [ ]2tx(cos kx - cos k0) + m(2 - cos ky - cos kz) σx

+2ty sin kyσy + 2tz sin kzσz . (3)

该哈密顿量有空间反演对称性，但是没有时间反

演不变性。容易看出上述的哈密顿量有 2个Weyl

点，它们的位置在k=±(k0，0，0)处，这2个Weyl

点通过中心反演对称性联系。人们容易看出，对

这个哈密顿量做任何保持平移对称的微扰都不能

使得能隙打开，而只能使Weyl点在k空间内移动

位置。除非这 2 个 Weyl 点在时间反演不变点相

遇，这时候它们将成对消失，材料由半金属变为

绝缘体。另外也可以看出，打破中心反演对称性

也不能消除Weyl点。可以把哈密顿量在Weyl点

附近做展开，这样就得到
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图3 Weyl半金属中费米弧出现的示意图

H± = vx px
±σx + vy p

y

±σy + vz pz
±σz ， (4)

其中vx = 2tx sin k0，vy = 2ty，vz = 2tz，p± =(±kx∓ k0，

ky，kz) 。 p± 的3个分量都是小量。

Weyl方程描述无质量的费米子[4]。中心反演

对称改变速度，所以通过中心反演对称性联系的

2个 Weyl点有着相反的手性，Y2Ir2O7里面的24个

Weyl点一半是左旋，一半是右旋的。事实上，根

据 Nielsen—Ninomiya 理论，Weyl 点必须左旋/右

旋成对出现[30]。

基于Weyl方程(2)式，可以证明Weyl半金属

中的Weyl点带有拓扑量子数[6—8]。晶格中的布洛

赫电子有着等效的矢势 (即 Berry 连接) A( )k =

i < u( )k || k u(k) > ，以及相应的场强(即Berry曲率)

F ( )k = k × A(k) [31]。

把 Weyl 方 程 (2) 式 写 为 H = h·σ ， h =

h(sin θ cos φ， sin θ sin φ， cos θ) 。这个两能级体

系哈密顿量的2个本征函数分别为：

|u- >=
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

sin θ
2

e
-iφ

-cosθ
2

， |u+ >=
æ

è

ç
çç
ç

ö

ø

÷
÷÷
÷

cosθ
2

e
-iφ

sin θ
2

.

由此可以求出对应的Berry曲率[31]：

F = 1
2

h
h3 . (5)

可见这一两能级系统的有效场由 h = 0 (即两

能级的交点)的点荷产生 [31]。因此Weyl点可以看

成是动量空间的“磁”单极，“磁”单极的符号

由其手性决定(即左旋、右旋对应于不同的“磁”

荷符号) [31]。它是 Berry 曲率的源点。由(5)式可

知，Berry曲率的任意闭合曲面的积分，其积分值

(陈数)为该闭合曲面包括的Weyl点之和，积分符

号为Weyl点所对应的“磁”荷符号。

由于 Berry 曲率绕整个布里渊区的积分为

零，所以对应的总的“磁”荷必须为零，即Weyl

点必须成对出现[30]。由此也可再次看出，Weyl点

是拓扑稳定的，一个Weyl点不能单独产生或消

失，它们必须成对消失或者出现。

4.3 拓扑表面态费米弧

对于拓扑绝缘体，一个特征的标志是其具有

和对称性无关只与材料拓扑性质有关的表面态[1—3]。

如上所述，Weyl 半金属中 Weyl 点受拓扑保护，

因而稳定，它是否也有特征的表面态现象呢？

如图 3(a)中红色圆柱所示，在材料的布里渊

区中画一个圆柱面。设在此圆柱面上波矢 k 为

k λ = [ ]kx(λ)，ky(λ) ，其中 λ:0→ 2π。所以在此圆柱

面上的哈密顿量可以写为 H(λ，kz) = H(k λ，kz) ，

只要这个圆柱面没有通过Weyl点，这时候这个哈

密顿量就可以看作是一个二维绝缘体系统的哈密

顿量。 H(λ，kz) 中的 2 个参数 λ，kz 都有周期

性，如图 3(a)所示，该圆柱面是动量空间的一个

闭合曲面[31]，根据前面有关两能级体系的讨论可

知，这个二维子体系的陈数(Chern number)等于该

体系Berry曲率的积分： 1
2π ∫Fdkzdλ，根据Stokes

定理，它就等于圆柱面包含的Weyl点对应的点

“磁”荷之和 [31]。如果圆柱面只包含一个 Weyl

点，则陈数为 1，即该二维子体系为量子霍尔绝

Δ
Δ
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缘体。设系统有一个 z=0的边界时候，量子霍尔

效应告诉人们，该体系一定有一个有手性的金属

边缘态[1，2]，如图3(b)所示。人们可以变化圆柱面

的大小，只要这个圆柱面包含一个Weyl点，则一

定有一个金属边缘态。当圆柱面没有包含 Weyl

点，或者所包含Weyl点的点“磁”荷之和为零

时，上述受拓扑保护的金属边缘态消失。这样就

可以证明了表面态在费米能形成一个费米弧，即

与常见的情况不同，Weyl半金属表面态的费米面

不是闭合的，而是一个开放的线段，这个开放的

线段连接2个手性相反的Weyl点在这个表面上的

投影点[6]。

美国波士顿学院的冉鹰等人也用上面的方程

(3)为例讨论了Weyl半金属中的费米弧[29]。如前所

述，(3)式有 2 个 Weyl 点，它们在 p = ±(k0，0，0)

处。固定 kx(kx 是不等于 k0 的任意值)，这时候

Hkx
(ky，kz) 可以看作是 1 个二维系统的哈密顿量

(如图 3(c)的灰色切面图所示)。因为 kx ≠ k0 ，所

以 Hkx
(ky，kz) 对应的是一个二维的绝缘体系统。

容易证明，只要 kx 在 (-k0， k0)之间，这时候

Hkx
(ky，kz) 对应体系的陈数为 1，否则为 0。陈数

为 1意味着 Hkx
(ky，kz) 对应的是整数量子霍尔效

应体系。这样只要 kx在(-k0，k0)之间，这个二维

体系总是有具有手性的金属边缘态 [1，2]。对于 yz

面，这时 ±(k0，0，0) 这两个手性相反的Weyl点

在该面上的投影点重合，所以对于这个面就不会

有费米弧。因此，由图 3 人们可以很好地理解

Weyl半金属表面态费米面不是闭合的，而是开放

的线段。这个开放的线段连接 2个手性相反Weyl

点在该表面的投影点。

如前所述，对于Y2Ir2O7，当电子关联U=1.5 eV

时，Weyl点在(0.52，0.52，0.30) 2π
a

以及它的对

称点上。对于(001)面而言，由于手性相反的Weyl

点投影到一个点上，所以(001)面没有受保护的

态。而对于(110)和(111)面，手性相反的Weyl点

在这些面上的投影并不重合，所以这些面有起始

于左旋Weyl点的投影点终结于右旋Weyl点的投

影点的费米弧[6]。

通过构造紧束缚模型，人们也研究了Y2Ir2O7

的表面态[6]。为了简单，只考虑 Ir原子 5d的 t2g轨

道，由于 Ir原子组成正四面体，所以最近邻 Ir原

子的轨道形成σ类和π类这 2种键，设它们的 hop-

ping系数分别为 t和 t'。数值结果表明，必须引进

次近邻的 hopping 系数 t''才能模拟 Weyl 点的出

现。设置参数为：t'=0.5 t，t''=-0.2 t，自旋轨道

耦合为2.5 t。为了模拟全进/全出的磁构型，对于

不同的 Ir原子，取指向/指离 Ir正四面体中心方向

为其量子化轴，并且加入了强度为0.1t的Zeeman

劈裂。这些参数可以大致描述LSDA+SOC+U计

算得到的Weyl点。然后用这个紧束缚模型计算了

其(110)面和(111)面的表面态。如图 4所示，紧束

缚计算的结果证实了费米弧的存在。

4.4 外场的拓扑响应

除了有受拓扑保护的表面态外，拓扑绝缘体

对外场也有特别的响应[1—3]。值得强调的是，Weyl

半金属对外场也有很特别的响应。冉鹰等人证

明，Weyl半金属的霍尔电导只和Weyl点的符号

和位置有关[29]：对于Weyl半金属而言，它的反常

图4 紧束缚模型计算得到的费米弧(上面的插图为(110)表

面的结果，下面的插图为 (111)表面上的结果。红点和蓝点

代表手性不同的Weyl点在这些面上的投影点)
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霍尔电导为 σij = e2

2πh
εijkγk ，其中 γ是陈矢量，它由

Weyl点的位置pi和符号 ξi 决定， γ =∑
i

(-1)
ξi pi

[29]。

这个问题还是可以用(3)式及图 3(c)来讨论。如图

3(c)所示，布里渊区里面 2个Weyl点之间的区间

可以看成是由很多个二维面组成(如图3(c)中的灰

色切面)。如上所述，每一个这样的2维面对应的

陈数都为1(即每一个面对应于一个量子霍尔效应

体系)。所以净霍尔效应与2个Weyl点之间的距离

有关。由于立方对称性，Y2Ir2O7的反常霍尔电导

为零，冉鹰等人预言加压将打破其对称性，诱导

出反常霍尔电导，而且此效应不依赖于能带的具

体细节，只与Weyl点的位置有关[29]。

4.5 Adler—Bell—Jackiw反常

Weyl点有手性，而且具有不同的动量。动量

守恒要求粒子不能在不同的Weyl点之间散射，所

以不同的Weyl点的粒子可以用不同的方程来描

写。在电磁场中，不同手性粒子可以用下面的方

程描述[7]：

HR/L =∓ℏvφ+
L/Rσæè

ö
ø

- ieAℏ φL/R .

它们的变化分别为[7]

∂
∂t ( )nR/L( )r = ± e2

ℏ2 E∙B ，

也就是说如果只有一个Weyl点，粒子数不守恒。这

就是场论中的ABJ(Adler—Bell—Jackiw)反常[32，33]。

对于凝聚态中的Weyl半金属而言，ABJ反常

表示加上外磁场以及与其平行的外电场后，将使

得电子在手性不同的Weyl点之间运动，运动的速

率正比于 E∙B [7]。

美国加州大学河滨分校的 Aji 研究了与 ABJ

反常相关的输运现象[34]。他们发现最低朗道能级

的能量与动量在外磁场方向的分量相关，低能模

式的速度与外场的方向相关[34]。由于不同手性的

Weyl点的波矢不同，所以电子在不同Weyl点之

间的散射需要较长时间，这使得沿着外磁场方

向，Weyl半金属体系有很大的纵向电导，该纵向

电导正比于外磁场，导致Weyl半金属有着负磁电

阻[7，34，35]。

4.6 可能的Weyl半金属材料

除了上面介绍的A2Ir2O7体系外，人们还预言

了其他多个体系为Weyl半金属[36—46]，现介绍如下：

基于LSDA+U+SOC方法，人们研究了大的

自旋轨道耦合、大的晶体场以及不可忽略的电子

关联效应对尖晶石结构5d过渡金属氧化物BOs2O4

(B=Ca，Sr，Ba)电子结构、磁性性质的影响 [36]。

研究表明，键角对 5d 过渡金属氧化物的物性影

响很大。与A2Ir2O7不同，BOs2O4展现铁磁性，而

且根据其电子关联的不同，这类材料可能是

Weyl 半金属或者具有特别磁电响应的 Axion 绝

缘体[36]。

基于第一性原理计算，中国科学院物理研究所

方忠、戴希研究组研究了铁磁性材料HgCr2Se4
[37]。

HgCr2Se4具有典型的尖晶石结构，如果把 Cr2Se4

看成一个基团 X，那么 HgX 形成闪锌矿结构。

计算表明，该材料体系Cr为正3价，Cr3+离子的3d

带有着很强的自旋极化，它的电子构型为

t
3 ↑

2g e
0 ↑

g t
0 ↓

2g e
0 ↓

g 。其自旋向上的能带为正常的结构，即

Hg 的 6s 带比 Se 的 4p 带能量更高。Cr 的自旋向

下 3d带与Hg的自旋向下 6s带的杂化效应降低了

Hg自旋向下6s带的能量，这使得在布里渊区Г点

出现反带结构：Hg自旋向下6s带比Se自旋向下4p

带能量更低。分析发现该材料的低能激发可以用

Heff =
é
ë
ê

ù
û
ú

M0 - βk 2 Dkzk
2
-

Dkz k
2
+ -M0 + βk 2 来描述，其中k± = kx ± iky，

M0 > 0， β > 0。布里渊区中(0，0， ± M0 /β )这2点

为Weyl点，而且满足 - M0 /β < kz < M0 /β 的面

上的陈数为 2。同时，理论计算进一步预言，如

果把HgCr2Se4材料制成有限厚度的量子阱，可以

实现量子化的反常霍尔效应。

美国加州大学Santa Barbara分校的Balents等

人也预言，普通绝缘体和磁掺杂三维拓扑绝缘体

材料组成的多层膜体系是有着一对 Weyl 点的

Weyl半金属[38]。该体系有着与其Weyl点之间距离

相关的反常霍尔效应。在零温时，其直流电导不

Δ
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为零，它的德鲁德(Drude)权重与温度的平方成正

比，表现反常金属行为。

美国宾夕法尼亚州立大学的刘朝星和美国斯坦

福大学祁晓亮等人系统地研究了Hg1-x-yCd2MnyTe [39]。

他们发现，适当浓度 Cd 掺杂的 3 维拓扑绝缘体

HgTe的能带有Dirac锥，然后掺入磁性离子Mn，

并施加外磁场后将使得Dirac点分成2个手性相反

的Weyl点，材料变为Weyl半金属。这样得到的

Weyl半金属有如下 2个特别的特性：第一，其霍

尔电导σyz正比于其磁化强度，从而与体系的温度

密切相关；第二，有着奇特霍尔电导与外磁场角

度的依赖关系。

除了上述打破时间反演对称性的Weyl半金属

外，打破空间反演对称性的Weyl半金属也引起了

人们的关注[40—45]。Balents等人发现，对于有时间

反演对称但没有中心反演对称性的体系，Weyl半

金属相位于平庸绝缘体和拓扑绝缘体之间 [40，47]。

他们进一步预言HgTe/CdTe多层膜体系是Weyl半

金属，而且其电导具有高度的各向异性[40]。基于

密度泛函理论计算，人们预言三角相的硒和碲是

Weyl半金属，而且其有着有趣的自旋结构[41]。注

意到LaBiTe3和LuBiTe3为拓扑绝缘体，BiTeI为拓

扑平庸绝缘体，美国Rutgers大学Vanderbilt等人

研究了这些材料形成的固溶体，他们的密度泛函

理论结构表明，当 x ≈38.5%—41.9%时，LaBi1-xS-

bxTe3 为 Weyl 半金属，而 x ≈ 40.5%—45.1% 时，

LuBi1-xSbxTe3为Weyl半金属 [42]。拓扑绝缘体TlSb-

Se2，TlSbTe2，TlBiSe2，TlBiTe2和拓扑平庸绝缘

体TlSbS2，TlBiS2之间的中间相TlBi(S1−xSex)2和Tl-

Bi(S1 − xTex)2 也被预言为 Weyl 半金属 [43]。最近方

忠、戴希组系统地研究了多个没有中心反演对称

性的材料[44]。通过计算体系的镜面陈数和拓扑Z2

不变量 [1]，他们发现 TaAs, TaP, NbAs 和 NbP 为

Weyl半金属[44]。

最近具有三维Dirac点的Dirac半金属材料也

引起了人们的高度关注 [8—11， 48—52]。特别是方忠、

戴希研究组预言的Na3Bi和Cd3As2已经被实验所

证实[51，52]。通过打破时间反演对称性或空间反演

对称性，人们也可以把Dirac半金属转变为Weyl

半金属[10，11，49，50]。

4.7 实验工作

实验上验证Weyl半金属的最好方式是用ARPES

(角分辨光电子能谱)直接测量Weyl点或费米弧。

但是由于材料制备等原因，相关的工作有一定的

困难。近来，美国肯塔基大学曹刚等人合成了一

种新的烧绿石结构铱氧化物Bi2Ir2O7
[53]。和稀土元

素以及Y不同，Bi的 6p电子和 Ir的 5d电子有很

大的杂化，5d电子受到了更大的屏蔽，从而大大

减小了5d电子的电子关联效应，因此该材料体系

表现金属性质[53]。和ARPES的结果相比较，能带

计算的结果非常好，这也侧面支持了文献[6]的理

论研究结果[53]。2012年日本东京大学的Tokura等

人研究了Nd2Ir2O7的光导谱，他们发现掺Rh可以

使材料变为Weyl半金属的迹象[54]。2013年美国加

州大学 Berkeley 分校 Ramesh 等人系统地研究了

Bi2Ir2O7 的输运行为 [55]。他们发现外延生长的

Bi2Ir2O7薄膜表现线性磁电阻，而且其在35 T的强

磁场下仍未饱和，Ramesh等人认为，这些反常的

磁电阻现象是由材料中的Weyl点导致的[55]。人们

还发现A2Ir2O7的输运行为[54，56]可以用Weyl半金属

很好地解释[35，57]。

韩国学者Kim等人也系统地研究了Bi1-xSbx体

系，他们首次在实验中观测到了与Weyl半金属手

性相关的输运特性[58]。Bi有着拓扑平庸的能带结

构，而Sb有着拓扑非平庸的能带结构，所以可以通

过变化x使得Bi1-xSbx的能带中出现一个Dirac点[47]。

他们发现，Bi0.97Sb0.03是有着Dirac点的材料，外加

磁性将使得其Dirac点劈裂为 2个Weyl点，材料

变成Weyl半金属。他们成功地在Bi0.97Sb0.03中观测

到了与ABJ反常相关的弱反局域化、负磁阻等一

系列奇特现象。

值得关注的是，与上述其他通过掺杂、构造

多层膜得到的没有中心反演对称性的Weyl半金属

不同，TaAs等体系更容易制备。最近中国科学院

物理研究所的团队也在TaAs中观测到了与ABJ反

常相关的负磁阻 [59]。通过仔细分析 Shubnikov de
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Haas结果，他们也发现了Weyl点存在的迹象[59]。

这些实验结果成功地证实了此前关于该材料体系

是Weyl半金属的理论预言[44]。

除了在凝聚态物理领域外，美国麻省理工学

院的陆凌、傅亮等人预言在光子晶体中也存在

Weyl点[60]，而且相关的理论预言已被实验验证[61]。

最近在冷原子领域中的Weyl半金属行为也受到了

关注[62]。

值得提及的是，因为材料的性质主要由费米

能附近的能带决定，所以即使Weyl点不正好在费

米面上，只要其靠费米面很近，材料仍然会表现

出奇特的性质[63]。

5 结束语

Weyl半金属是一种新型的拓扑量子态。由于

其奇特的能带结构、表面态性质和特别的输运性

质，Weyl半金属引起人们的高度关注。本文主要

讨论了 Weyl 半金属中 Weyl 点可以看作是“磁”

荷而受拓扑保护的稳定性，它的特别表面态费米

弧的特性，它对外场的响应特性以及与ABJ反常

相关的输运特性。本文也介绍了最新相关材料以

及实验方面的进展。目前越来越多不同研究背景

的科研人员开始加入对Weyl半金属的研究，可以

期待未来会有更多的新奇物理现象被发现。
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