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图1 弧长微分表达式 (a)平面直角坐标；(b)平面极坐标；(c)球面坐标
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在广义相对论与黎曼几何系列

之四中，介绍“内蕴几何”时说

过，高斯以他的“绝妙定理”建立

了曲面内在的微分几何。之后，是

高斯的得意门生黎曼将曲面的概念

扩展到流形，将内蕴几何扩展到 n

维的一般情形，建立了黎曼几何。

黎曼(1826—1866)出生在一个贫

困的普通家庭，比高斯刚好小 50

岁。有趣的是，按时间算起来，高斯

那时候正好在这个地区进行土地测

量。时间的巧合，给人一种神话式的

联想：上帝是否就在那时候将非欧几

何——黎曼几何的思想种子，植根到

了那片被高斯丈量的土地上。

遗憾的是，黎曼只活了 39 岁，

不过，在短暂的一生中，他对数学

做出了杰出的贡献。黎曼小时候家

境贫困，但其父是教堂的牧师，很

重视儿子的教育，也注意到黎曼在

数学上的过人之处。因此，黎曼的

父亲没有为了尽早改善家庭的经济

状况而阻止黎曼往数学方向发展，

这才有了现代数学上著名的黎曼

面、黎曼几何、黎曼猜想……等等。

黎曼19岁进入哥廷根大学读书

时，高斯将近70岁，已经是世界鼎

鼎有名的数学大师，正是在听了高

斯的几次数学讲座之后，黎曼才下

决心改修数学。

1847年，黎曼转入柏林大学学

习，也许是冥冥中某种力量的召

唤，两年后他又回到哥廷根大学攻

读博士学位，成为高斯晚年的学

生。按照德国的学术制度，博士毕

业后如想在学术界发展当教授，必

须首先作2—3年的独立研究和教学

工作，结束时交出一篇总结性文章

(Habilitationsschrift)经受考评而获得

教职 (privatdozent)。当时的黎曼便

是为了申请哥廷根大学的教职，被

要求要作一个难度颇高的就职演

说。为了确定论文的选题，他向高

斯提交了 3个题目，以便让高斯在

其中选定一个。没想到高斯选中了

黎曼当时并没有多少准备的几何基

础题目。更没想到的是，正是这篇

黎曼花了不到两个月时间准备出来

的演讲论文《论作为几何基础的假

设》(原文见文献[1]，英文翻译版见

文献[2])，提出了一大堆陌生概念，

开创了一种崭新的几何体系，令哥

廷根的数学同行们大吃一惊。

某些传言可能并不过分，据说

当时在黎曼就职演讲的听众中，唯

有高斯听懂了黎曼在说些什么。

从前面提到的“内蕴几何”一节

中，我们已经知道，根据曲面的第一

基本形式，也就是曲面上计算弧长的

公式，可以建立起曲面的内蕴几何。

三维空间中两个参数u和v所描述的

曲面的第一形式可用下式表达：

ds2 =Edu2 + 2Fdudv+Gdv2， (1)

式中的E，F，G是曲面第一基本形

式的系数。黎曼在他的就职演说

中，将二维曲面的概念扩展为“n

维流形”，将 E，F，G 等系数扩展

为定义在n维黎曼流形上每一点p的

“黎曼度规”gij(p)：

ds2 = ∑n

i, j = 1
gij(p)dxidx

j
.

有了度规，就有了度量空间长

度的某种方法，也就才能够测量和

计算距离、角度、面积等等几何

量，从而建立流形上的几何学。首

先，我们可以从图 1所示的平面和

球面上的弧长微分计算公式，对黎

曼度规 gij得到一点直观印象。对图

中的二维平面和二维球面，下指标 i

和 j的取值从 1到 2，这时，可以将

度规gij写成2×2的矩阵形式：

平面直角坐标时， g = é
ë
ê

ù
û
ú

1 0
0 1；

平面极坐标时， g = é
ë
ê

ù
û
ú

1 0
0 r2

；
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α = +1，E > 180° α = -1，E < 180° α = 0，E = 180°
图2 黎曼用α的不同数值，描述三种不同的曲面几何

球面经纬线坐标时， g = é
ë
ê

ù
û
ú

1 0
0 sin2θ

.
总结一下上面三种情况下度规

的性质：(a)平面直角坐标的度规是

个简单的 δ 函数 (单位对角矩阵)，

而且对整个平面所有的点都是一样

的；(b)平面极坐标的度规对整个平

面不是常数，随所在点矢径 r的不

同而不同；(c)球面坐标上的度规也

不是常数。由上面(a)和(b)的结论可

知：同样是描述平面，但如果所选

择的坐标系不同，度规也将不同。

平面上的极坐标和直角坐标是可以

互相转换的，因此，第二种情况(b)

的平面极坐标度规可以经过坐标变

换而变成 (a)那种 δ 函数形式的度

规。那么，现在就有了一个问题：

第 3种情况的球面度规是否也可以

经过坐标变换而变成如(a)所示的那

种 δ 形式的度规呢？对此数学家们

已经有了证明，答案是否定的。也

就是说，在 ds保持不变的情形下，

无论你做何种坐标变换，都不可能

将球面的度规变成 (a)所示的 δ 形

式。由此表明，球面的内在弯曲性

质无法通过坐标变换而消除，黎曼

度规可以区分平面和球面或其他空

间的内在弯曲状况。

一般来说，黎曼流形上每一点

p的“黎曼度规”gij(p)随p点的不同

而不同，这种以空间中的点为变量

的物理量叫做“场”。

像黎曼度规 gij(p)这种具有两个

指标(i和 j)，并且在坐标变换下按一

定规律变化的几何量叫做二阶张

量。因此，gij(p)是黎曼流形上的 2

阶张量场。不难看出，对 n维流形

上的点 p，gij(p)在给定的坐标系中

有 n2个分量，因而可以表示成一个

n×n的矩阵。除了 2阶张量场之外，

黎曼流形上也能定义0阶张量(标量)

场、1 阶张量(矢量)场、3 阶、4 阶

以及更高阶的张量场。

张量在物理及工程上有广泛的应

用，尤其是大家所熟知的“矢量”的

概念，在日常生活中也比比皆是，例

如速度、加速度、力、电流、水

流、电场等等，这些既有方向，又

有大小的物理量，都可以用矢量来

表示。n维空间的矢量有 n个分量，

而标量只用一个数值表示，比如温

度、湿度、密度、能量等属于标量。

物理量表达的是某种物理实

在，应该与人为选择的坐标系无

关。因此，标量、矢量、张量等都

是独立于坐标系而存在的。只不

过，为了测量和计算方便，人们总

是要选取一定的坐标系，这样一

来，这些量在不同的坐标系之下，

便有了不同的分量值。然而，无论

坐标系如何选取，因为总是对应于

同一个东西，总有些量是不会改变

的。因此，在坐标系变换时，张量

的坐标分量便必须遵循某种规则，

才能保证这一点。

有时候，坐标系的选取可以简

化计算，或者更清楚地表征空间的

某种性质。前面所说的度规张量就

是如此。如果一个黎曼流形上每一

点的度规张量都可以写成 δ 函数形

式的话，黎曼将其称之为“平”流

形。流形“平”或“不平”，定义在

它上面的几何规律将完

全不同。

黎曼将二维曲面的

球面几何、双曲几何(即

罗巴切夫斯基几何)和欧

氏几何统一在下述黎曼

度规表达式中：

ds = 1
1 + 14α∑x2

∑dx2 ，

这个弧长微分ds表达式中的α，是2

维曲面的高斯曲率。当α=+1时，度

规所描述的是三角形内角和E大于

180°的球面几何；当 α =-1时，所描

述的是内角和E小于 180°的双曲几

何；当 α = 0，则对应于通常的欧几

里德几何(图2)。黎曼引入度规的概

念，将三种几何统一在一起，使得

非欧几何焕发出蓬勃的生机。

如同我们看到的嵌入三维空间

中的大多数二维曲面都不是可展的

一样，大多数流形都不是“平”

的。高斯定义了高斯曲率来描述平

面和“不可展”曲面的差异，黎曼

将曲率的概念扩展为“黎曼曲率张

量”。那是n维流形每个点上的一个

四阶张量，张量的分量个数随 n的

增大变得很大，并且表达式非常复

杂。不过，由于对称性的原因，可

以将独立的分量数目大大减少。

也可以用黎曼定义的“截面曲

率”来描述流形的内在弯曲程度。

为此需引进过流形上一点 p的切空

间的概念。在这儿需要强调的是，

黎曼研究的是一般情况下的 n维流

形，通常 n≥3，但我们人类的大脑

想象不出，计算机也画不出来这些

高维而又“不平坦”的流形是个什

么样子，所以只好用嵌入 3维空间

的 2维曲面的图像来表示这种“弯

曲”流形，如图3所示。

一个n维流形过点p的切空间是

一个n维的欧氏空间。设Pp是这个欧

氏切空间中的一个平面，截面曲率

K(Pp) 定义为以Pp作为切平面的n维

流形过p点的那个2维截面的高斯曲

率。在特殊情况下，如果n=2的话，

即对2维流形而言，只有一个截面曲

率，正好就是原来的高斯曲率。
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上面的表述对n大于2的情况不

好直观想象，对n等于2又稍微显得

平凡。尽管如此，从图 3中，我们

仍然可以将 2维曲面图像添加一些

想象而延伸到一般的流形及其切空

间，从而得到某种直观印像。

黎曼是把流形概念推广到高维的

第一人。流形的名字来自他原来的德

语术语Mannigfaltigkeit，英语翻译成

manifold，是多层的意思。一般的流

形，不但“不平”，而且其“不平”

度还可以逐点不一样，流形的整体也

可能有你意想不到的任何古怪形

状。不过，黎曼流形仅仅指其中定

义了黎曼度规的可微分流形。

从 形 式 上 来

看，黎曼是将高斯

的 2维曲面几何推

广到了 n维，但实

际上黎曼所做工作

的意义远不止于

此。首先，高维流

形中的曲率的概念

要比 2维曲率丰富得多。此外，因

为黎曼度规是基于弧长微分 ds的计

算公式，所以黎曼几何完全不同于

之前的欧几里德几何，或笛卡尔坐

标几何那种对整个空间都适用的几

何学，而是一种局部化的几何。这

是黎曼在几何上迈出的革命性的一

步。研究黎曼几何时，我们不需要

整个空间，只需要其中局部的一小

块就够了。在黎曼流形上的每一

点，都可以定义一个切空间，从而

再进一步建立起黎曼流形上的微分

运算等，这些将在本系列文章的下

一篇中介绍。
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图3 流形和过每一点的切空间
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