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图1 当平面被剪去一个角并粘贴成锥面后，矢量平行移动的变化
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什么是平行移动？简单地说，

就是将一个矢量在保持与原来的方

向平行的前提下沿着空间里的一条

曲线移动。怎样才算是“保持与原

来的方向平行”呢？在平坦的欧几

里德空间里，对直角坐标而言，这

种移动方式一目了然。

比如说，让我们想象有一个极

小极扁的平面生物“扁先生”，生活

在一张平坦的纸上。扁先生会使用

坐标系，他对他的世界进行观察和

测量。他感受到的几何，是与我们

中学学过的平面几何一致的标准欧

几里德几何：三角形的三个内角之

和等于 180°；过不在同一直线上的

三点可以作一个圆；直角三角形两

条直边的平方和等于斜边的平方

……等等。

扁先生也学过微积分，会计算

许多图形的面积，懂得矢量和张量

等概念。扁先生所理解的平行移

动，就是像图 1中左图所示的：矢

量移动的时候，要保持与自己原来

的方向平行。如何才能做到这点

呢？只要保持这个矢量在直角坐标

系中的分量不变，是一个常数，就

可以了。扁先生发现，如果将矢量

沿着一条闭曲线平行移动一圈再回

到原来出发点的话，矢量的大小和

方向都不会改变，经过了平行移动

得到的矢量，和原来的矢量是一模

一样。

不过有一天，来了一个 3 维世

界的小生物“三维先生”，看见了扁

先生生活的这张纸。三维先生突发

奇想，把这张纸剪去了一个角。比

如说，像图 1 中间图所画的情形，

剪去了一个α的角，然后再将剩余

图形的两条剪缝黏贴在一块儿，做

成了一个图1右图所示的锥面。

生活在“锥面”纸上的扁先生

并没有立即感到他的世界有什么变

化。似乎照样是欧氏几何，他画的

直角坐标轴仍然在那儿。当他拿着

他的(平面)陀螺仪，沿着他的小圆

圈(图 1 右图的 C1或 C2)作平行移动

而回到原来出发点的时候，陀螺仪

的指向和原来一样。这说明矢量平

行移动的规律没有改变。

不过，扁先生的技术越来越

高，胆子越来越大，旅游的地点也

走得越来越远。他逐渐发现了一些

问题。比如说，当他沿着图 1右图

中所示的曲线C3走了一圈回到原来

出发点的时候，他的陀螺仪的指向

和出发时候有了一个角度差(α)。这

个新发现令扁先生激动，于是，他

进行了更多的平行移动实验，绕了

好多个不同的圈，终于总结出了一

个规律：在他生活的世界中，在图1

右图中所标记的点O附近，有一个

特殊的区域，只要他平行移动的闭

曲线中包含了这个区域，陀螺仪最

后的指向就总是和原来出发时的方

向相差一个α。如果不是绕着这个

区域转圈的话，平行移动便不会使

矢量的方向发生任何改变。当时的

扁先生，还没有搞清楚这个区域是

多大。
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扁先生想，首先还得从理论上

研究一下“平行移动”的概念。按

照他原来所理解的平行移动，是

“保持这个矢量在直角坐标系中的分

量不变”。但是，如果用极坐标的

话，以上叙述便不能成立了。那

么，在极坐标中又应该如何操作平

行移动呢？当然，扁先生的锥面世

界中绝大多数地方都是“平”的，

除了那块该死的区域之外！只要空

间是平的，极坐标总是可以转换成

直角坐标的，那样的话，“平行移

动”便意味着“分量不变”了。不

过，如果不平坦的地方，度规张量

无法靠坐标变换来变成常数的话，

平行移动是什么意思呢？那种情形

下的平行移动是否就会产生诸如

“陀螺仪绕一圈回不到原来方向”这

样的怪事？因此，扁先生提醒自

己，不能老是用笛卡尔的直角坐标

来思考问题，即使是在平面上，有

时候也得从一般的曲线坐标出发来

考虑问题，就像图 2(a)所画的那种

坐标。

沿着某条曲线的平行移动是由

许多沿着无穷小的一段弧长 ds平行

移动的连续操作而构成的。因此，

要解决扁先生的疑问，我们首先得

理清楚“平行移动无穷小弧长 ds”

是什么意思。“无穷小”与微分有

关，换言之，需要考查流形中矢量

场的“导数”的概念。

在本系列文章的上一篇“黎曼

几何”中提到过，黎曼流形上可以

定义各种张量场。所谓“场”，就是

流形上每个点都有一个物理量。张

量场即是流形上每个点都有一个张

量。在n维流形上，张量包括1个数

值的标量、n个分量的矢量，以及2

阶张量(n2个数)、3 阶张量(n3个数)

等等。因为分量数目的这种规律，

可以将坐标系中的张量分量用取值

从 1 到 n 的指标 i、j、k……等来表

示。比如说：标量 ϕ ，不需要指

标，为 0 阶张量；矢量 V i，1 个指

标，为1阶张量；有两个指标的度规

张量 gij是二阶张量；4 阶张量 Ri
jkr，

则有4个指标……

但是，并不是说分量数目符合

上述规律的物理量就一定是张量。

重要的是，当坐标变换时，张量的

分量得按照某种相关的规律变化，

才能将其称之为张量。另外还有一

点需要说明的是，上面所列举的张

量的指标 i、j、k等，有的在上，有

的在下，“上、下”只是一种约定，

分别代表“逆变”和“协变”的意

思。我们仅以矢量为例说明这点。

如果某矢量的分量按照和坐标基矢

ei相同的变换规律“协调一致”地

变换，这样的矢量叫做协变矢量，

指标写在下面，记为Vi。如果某矢

量的分量按照和坐标基矢 ei变换的

“转置逆矩阵”的规律而变换，这样

的矢量叫做逆变矢量，指标写在上

面，记为V i。其他阶张量的指标也

是按照类似的规律来分成“协变”

或“逆变” 部分的，从而决定该指

标写在“下”或“上”[1]。

图 2 显示了协变矢量和逆变矢

量直观的几何意义。同一个矢量

V，可以用对坐标平行投影的方法

表示成逆变矢量，也可以用对垂直

坐标投影的方法表示成协变矢量。

对直角坐标系而言，两种坐标系是

一样的，所以没有“协变量”、“逆

变量”的区别。

张量的变换规律决定了张量的

一个重要性质：如果在某个坐标系

中，一个张量是 0，那么，这个张

量在其他坐标系中也是 0。也就是

说，张量其实是独立于坐标而存在

的，这点对于物理定律的描述很重

要，因为物理定律也不应该依赖于

坐标，坐标只是为了计算的需要或

表述方便而被引入。张量应该不依

赖于参照系的选择这点，从矢量V

的原始定义也可以看出：矢量是指

一个同时具有大小和方向的几何对

象，通常被标示为一个带箭头的线

段，这里并没有什么坐标牵扯进

来。然后，在一定的坐标系下，V

可以表示成坐标基矢 ei(或者 ei)的线

性组合：

V=V iei=Viei . (1)

这个表达式中又用了另一个科学界

常用的约定，叫做爱因斯坦约定。

它说的是：如果像在上面式子中那

样，指标 i 出现两次(一上一下)的

话，意思是对指标的所有可能取值

求和。矢量(张量)的协变分量和逆

变分量可以通过度规张量 gij 互相

转换：

Vi=gijV j . (2)

现在，我们再回头来考虑流形中矢

量场的“导数”问题。

图2 (a)任意的曲线坐标系；(b)协变矢量和逆变矢量
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假设(1)式描述的是欧氏空间的

一个矢量场 V，如果使用笛卡尔直

角坐标系，基矢 ei是整个空间不变

的，对V的导数只需要对V i求导就

可以了：

∂V
∂x

β = ∂V α

∂x
β eα ， (3)

但是，对一般的流形(平坦空间的曲

线坐标或者不平坦的任意度规)，坐

标架和基矢 ei都逐点变化，对 V的

导数就还必须考虑 ei 的导数。因

此，根据乘积求导的链式法则，便

得到：

∂V
∂x

β = ∂V α

∂x
β eα + V α ∂eα

∂x
β . (4)

一般来说，ei的导数也仍然是 ei

的线性组合，将其系数记为 Γ
μ

αβ ，

叫做克里斯托费尔符号，

∂eα
∂x

β =Γ
μ

αβeμ . (5)

度规张量 gij实际上是坐标基矢 ei的

内积：gij=ei·ej。因此，由坐标基

矢之导数定义的克里斯托费尔符号

与度规张量以及度规张量的导数

有关：

Γ
γ

βμ = 1
2

g
αγæ

è
ç

ö

ø
÷

∂gαβ

∂x
μ +

∂gαμ

∂x
β -

∂gβμ

∂xα
. (6)

在上面的公式中，(4)式相比(3)

式而言，除了通常的对矢量分量V α

的微分之外，还多出了正比于矢量

V α的额外的一项。这一项反映了黎

曼流形每一点的切空间上配备的度

规张量的变化。这种加上包括克里

斯托费尔符号的额外项一起定义的

微分，叫做对矢量的协变微分，或

者称之为共变导数。(注：“协变微

分”中的“协变”，与“协变矢量”

中的“协变”，完全是两码事。)

流形上每个点与相邻点有不同

的切空间，因而也有不同的坐标系

和度规，为了能在流形上建立微分

运算，两个相邻的切空间之间便需

要定义某种“联络”，以意大利数学

家列维-奇维塔(Levi-Civita，1873—

1941)命名的列维-奇维塔联络是在

黎曼流形，或伪黎曼流形(将在引进

4维时空时介绍)，的切空间之间保

持黎曼度规不变的唯一的无挠率联

络，克里斯托费尔符号则是列维-奇

维塔联络的坐标空间表达式[2]。

以上提到的“联络”一词，在

数学上有其严格的定义，目前可暂

且将它按上文理解。实际上，广义

相对论用到的黎曼几何与原来欧氏

几何的最大区别不是仅仅在于空间

存在曲率这一点，而更是因为有了

曲率(及内蕴的概念)后使得空间的

几何局部化了。在黎曼流形上的每

一个点有了一个不同的切空间，亦

即不同的参考框架。仍然可以使用

三维空间的二维曲面来想象。黎曼

流形上每一点的有限邻域不一定是

“平”的，但是当这个邻域很小的时

候，可以当成是平面，就如我们在

日常生活中感觉不出大地是球面一

样的道理。然后，在地球表面上每

个点都有一个切空间，都带上了一

个不同方向的活动标架。这些切空

间构成一个“丛”。可以通俗地想象

成在高高低低起伏不平的地球表面

上长满了“树丛”。这些所有“树”

的局部几何加在一起，构成了整个

流形的几何。树与树之间有些枝桠

互相联系起来，叫做“联络”。原来

的欧式空间呢，不像刚才描述的地

球模型，而只是一个无限延伸的平

面，简单多了，有点像整个平面上

均匀地铺上了一层草皮而已。

言归正传，列维-齐维塔是意大

利的犹太裔数学家，和他的老师、

另一位意大利数学家里奇-库尔巴斯

托罗 (Ricci Curbastro，1853—1925)

一起创建了张量分析和张量微积

分。列维-齐维塔与爱因斯坦关系密

切，以至于当别人问到爱因斯坦最

喜欢意大利的什么东西时，爱因斯

坦风趣地回答：“意大利面条和列

维-齐维塔！”

从另一方面看，V α对 x β的偏导

数不是一个张量，但共变导数是一

个张量。基于张量的坐标独立性，

在黎曼几何下表达物理规律时，或

者说，将物理规律从狭义相对论

推广到广义相对论的弯曲时空时，

通常以共变导数来代替普通导数。

这给了我们一个简单而“偷懒”的

原则。

举平行移动的问题为例。直角

坐标中平行移动V时：dV j/ds=0，在

黎曼流形上，则需代之以对V的共

变导数，表达式变成：

dV
j
/ds +Γ

j

npV
ndx

p
/ds = 0 . (7)

将以上方程换一个写法： dV
j
= -Γ j

np

V ndx
p
。这就是将矢量V沿ds作平行

移动时，需要如何改变V的逆变分

量的规律。
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