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图1 平行移动 (a)平面上平行移动一圈；(b)球面上平行移动一圈

图2 在纬度α的圆上以及在赤道上切矢量的平行移动有所不同

首先以平面和球面为例，再重

温《广义相对论与黎曼几何系列之

九：二维曲面上的平行移动和曲

率》一文中介绍的平行移动。图 1

是在平面和球面上分别作平行移动

的例子：女孩从点 1 到点 2 再到点

3，一直到点 7，作平行移动一圈后

回到点 1(1 和 7 是同一点)。所谓

“平行移动”的意思是说，她在移动

的时候，尽可能保持身体(或是她的

脸)相对于身体的中心线没有旋转。

这样，当她经过1，2，3……回到1

的时候，她认为她应该和原来出发

时面对着同样的方向。她的想法是

正确的，如果她是在平面上移动的

话(图1(a))。但是，假如她是在球面

上移动的话，她将发现她面朝的方

向可能不一样了！图 1(b)中红色箭

头所指示的便是她在球面上每个位

置时面对的方向。从图中可见，

出发时她的脸朝左，回来时却是

脸朝右。

平行移动的概念不仅可以被用

来定义曲面的曲率，也可以被用来

定义测地线。

测地线是欧几里德几何中“直

线”概念在黎曼几何中的推广。从

整体来说，欧氏几何中的直线，是

两点之间最短的连线，就局部而

言，可以用“切矢量方向不改变”

来定义它。将后面一条的说法稍加

改动，便可以直接推广到黎曼几何

中：“如果一条曲线的切矢量关于曲

线自己是平行移动的，则该曲线为

测地线。”在《广义相对论与黎曼几

何系列之八：平行移动和协变微

分》一文中，曾经给出矢量V平行

移动时在列维—齐维塔联络意义下

的逆变分量坐标表达式：dV j/ds+ Γ
j

np

V ndxp/ds=0。根据上述测地线的定

义，如果将其中的V j用切矢量的分

量(dxj/ds)代替的话，便可得到用克

里斯托费尔符号表示的测地线的

方程：

d2 xa

ds2 +Γ a
bc

dxb

ds
dxc

ds
= 0.

再以球面为例，我们可以利用

上一节中采取的方法来研究切矢量

的平行移动。一般来说，沿着球面

上纬度为α的圆的平行移动等效于

在一个锥面“帽子”上的平行移

动。然而，当α=0时(对应于赤道)，

锥面变成了柱面，如图 2 左图所

示。因而可以将锥面或柱面(赤道)

展开成平面来研究球面上的平行移

动。图 2的中图和右图分别是锥面

和柱面展开成平面后平行移动的示

意图。从这两个图中可以看出，切

矢量的平行移动对α=0(赤道)和α>0

(非赤道)两种情形有所不同。对于

小于赤道的圆，从锥面展开的平面

图可知，点1的切矢量，平行移动到

2，3，……各点后不一定再是切矢

量；而赤道在柱面展开的平面图中

是一条直线，所以，在赤道上，点1

的切矢量平行移动到 2，3，……各

点后仍然是切矢量。因此，如赤道

这样的“大圆”，即圆心与球心重合
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的圆，符合我们刚才所说的测地线

的定义：切矢量平行移动后仍然是

切矢量。所以，所有的大圆都是球

面上的测地线。

测地线是否一定是短程线呢？

对欧氏空间来说是如此，但对一般

的黎曼空间不一定如此。比如球面

上，连接两点的测地线至少有两条

(一个大圆的两段)，那条小于 180°

的圆弧是短程线，而另一部分，即

大于 180°的圆弧，就不是短程线

了。不过，测地线是局部意义上的

短程线，对于充分接近的两个点，

测地线是最短曲线。

如第九节所述，二维曲面上某

一点 P 的曲率 R，被定义为“任意

矢量沿曲面上无限小的闭曲线平行

移动后的角度亏损对闭曲线所包围

之面积的导数”，即：标量曲率R=

dθ/dA。以上的叙述中包含了如下几

点概念：曲率 R 是局部的，随点 P

位置的变化而变化；曲率R的定义

依赖于一个二维曲面；曲率R的定

义与某个角度亏损有关。所谓角度

亏损，就是矢量的方向平行移动后

相对于原来的方向绕某一个轴转动

的角度。

在二维曲面上的每个点，按照

上面的方法，能定义一个曲率 R。

也就是说，定义了二维曲面上的一

个标量曲率场。

现在，如果考虑一般的 n 维黎

曼流形，就需要将上述的曲率概念

加以推广。首先，在维数大于 2的

流形上的每一点，应该仍然可以局

部地定义曲率。然而，如果按照二

维曲率定义的方法，当 n大于 2时，

不仅仅得到一个曲率值，而是可以

定义多个曲率数值。其原因是因为

对高维空间中的一点，通过它的二

维面不止一个，另一方面，当我们

考虑角度亏损的时候，也不是只有

一个角度亏损值，相

对于每一个可能存在

的转轴，都将有一个

所谓角度亏损值。如

此一来，n 维流形上

每一个点的曲率需要

不止一个数值来描

述。所以，我们便需

要在每个点的切空间

中定义一个曲率张

量，或换言之，赋予

n维黎曼流形上一个曲率张量场。

这个曲率张量的阶数是多少

呢？或者说，这个曲率张量应该有

几个指标，才能表征 n维黎曼流形

在一个给定点的内蕴弯曲度？

可以用如下的方法将二维空间

标量曲率概念推广到 n维以上的流

形。首先考虑 n 维流形中的矢量 V

在P点附近的平行移动方式。矢量

V 可以沿着过 P 点的任何一个二

维子流形的回路平行移动。比如

说，图 3 所示的是 V 在由坐标 xμ

和 xν 表 示 的 曲 面 上 沿 着 dxμ，

dxν，－dxμ，－dxν围成的四边形回

路平行移动的情形。一般来说，当

V绕回路一圈返回原点时将和原来

矢量不一样，得到了一个改变量

δV。类比于标量曲率R的定义，矢

量的这个增量应该正比于平行移动

的路径所围成的面积，即 dx μdxν。

除此之外，矢量增量δV 还应该与

原矢量V有关。考虑δV和V方向上

的差异，增量δV的逆变分量δV α可

以写成如下形式：

δV α = dx
μ
dxνV

γ
Rν

α
μγ ，

式中，将平行移动一周之后的微小

变化用符号δ表示，以区别于坐标的

线性微分增量dxμ或dxν。

以上公式中的比例系数 Rν
α
μγ，

便是黎曼曲率张量。如前所述，4个

指标中的两个μ和ν对应于平行移

动路径所在的二维曲面，而另外

两个指标α和γ分别表示矢量增量

δV 及原来矢量 V 的逆变指标。公

式右边的重复指标μ，ν和γ是求和

的意思，这是遵循以前提到过的

“爱因斯坦约定”，以后用到重复

指标时都是表示求和的约定，不

再赘述。

黎曼曲率张量 Rν
α
μγ是个 4 阶张

量，对n维空间，4个指标都可以从

1变化到n，因而分量数目很多。但

是由于对称性的原因，独立分量的数

目可以大大减少，只有 n2(n2－1)/12

个。按照这个公式，当 n等于 4时，

有 20 个独立分量；当 n 等于 2 时，

曲率只有一个独立分量，这便是我

们曾经介绍过的二维曲面的高斯

曲率。

黎曼几何中有多种方式来理解

和定义内在曲率的概念。本来是同

一个东西，从多种不同的角度看一

看可以加深理解。就像是你在观察

一座山：“横看成岭侧成峰，远近高

低各不同”，多照几张照片才能帮助

我们识得庐山真面目。上文中，用

平行移动概念来定义的四阶黎曼曲

率张量 Rν
α
μγ是定义曲率最标准的形

式。黎曼曲率张量就像是给某座山

某处附近照的标准照片，它的 4个

指标独立地变化，其取值范围都是

从1到n，因而总的变化数目就有n4

图3 黎曼曲率张量和平行移动的关系
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个，在 n=4的情形下，这个数等于

256。好比是在这附近照了256张照

片，不过由于对称性，其中很多是

重复的，独立的只有20张。经专家

们研究后认为，将整座山的每一个

“局部景观”，都如法炮制地照出 20

张独立的照片来，便能够作为这座

山的完整描述。

之前的系列文中，我们也曾经

提到过“截面曲率”，它被定义为 n

维流形过给定点的所有二维截面高

斯曲率的总和。截面曲率等效于黎

曼曲率张量，与截面曲率有关的 20

张照片同样也是内蕴曲率的完整描

述，但因为拍摄技术有所不同，

有着更容易为人理解的直观几何

解释。

不过，爱因斯坦在他的引力场

方程中用到的是另外两个称之为里

奇曲率的几何量：里奇曲率张量Rμν

和里奇曲率标量R，这两个曲率是

通过上述黎曼曲率张量的指标缩并

而得到的，将指标缩并的意思是什

么？继续使用刚才的比喻，20张照

片中，有些是相似的，因而可以首

先挑选出更有代表性的一类，然后

又将此类中的几张照片合并起来放

到一张照片中。利用这种技巧，在

某种条件下，将20张标准照简化到

只用10张就够了。

比如说，里奇曲率张量就是由

原来 4个指标的黎曼曲率张量Rμ
α
ρν，

将其中两个指标α和ρ缩并而成的二

阶张量，写成：Rμν=Rμ
ρ
ρν。如果将

原来黎曼曲率张量中 4个指标中的

两个(α和ρ)看成是矩阵的行列指标

的话，那么，4 阶黎曼曲率张量就

等效于 n2个 2阶矩阵。进一步将矩

阵的两个行列指标“缩并”：意思

就是将这个矩阵只用一个数(它的

迹)来表示。因而，指标缩并后，

原来的 n2 个矩阵就变成了 n2 个数

值，这就是所谓的里奇曲率张量。

里奇曲率标量呢，是由里奇曲

率张量的两个指标再进一步缩并而

成的一个标量：R=gμνRμν。在二维

曲面情形下，R正好是高斯曲率的

2倍。

最后我们再插上一段话，重申

关于对“内蕴”的理解。高斯和黎

曼的微分几何研究强调的也是流形

的“内蕴”性质。遗憾的是，受限

于大脑的思维能力，我们无法用直

观的图像来表达更为高维空间的这

种“内蕴”性。唯一能加深和验证

理解的直观工具就是想象嵌入在三

维欧氏空间中的各种二维曲面。但

我们务必要随时记住，在研究这些

曲面的几何性质时，尽量不把它们

当作三维欧氏空间中的子空间，而

是把自己想象成生活在曲面上、只

能看见这个曲面上发生的事件的

“扁先生”，当我们从扁先生的角度

来进行测量、考虑问题时，涉及的

几何量便是“内蕴”几何量。然

而，扁先生观测到的，只是二维曲

面上的内蕴几何，研究维数更高的

黎曼流形时，还需要使用另外一个

诀窍。这个方法让我们更容易保持

“内蕴”的思考，那就是：一切都得

从度规张量出发。因为度规张量决

定了几何中最基本的内蕴量：弧

长，这是黎曼几何的关键。有了度

规张量后，便可以导出其他的内蕴

几何量。

理解黎曼几何和广义相对论的

另一个重要原则就是，物理规律要

与坐标系无关。尽管任何有用的实

际计算都是在某个坐标系下面进行

的，但计算结果表达的物理定律却

是独立于坐标而存在。这也就是我

们总是要将描述物理规律的方程式

写成“张量”形式的原因，因为张

量的坐标分量在坐标变换下作线性

齐次变换。线性表明张量属于切空

间，齐次表明张量与坐标系选择无

关。如果一个张量在某个坐标系

下所有分量都是零，经过线性齐

次变换后，它在任何坐标系中都

将是零。

在此顺便回顾和总结一下我们

介绍黎曼几何的过程。黎曼流形(伪

黎曼流形)是定义了一个对称正定

(不正定)度规张量场 gij 的微分流

形。为了在黎曼流形上作微分运

算，需在相邻点的切空间之间引进

“联络”的概念，具体地说，就是用

列维—齐维塔联络，将不同切空间

中的不同的度规张量关联起来。而

作为列维—齐维塔联络坐标表达式

的克里斯托费尔符号，只与度规张

量和度规张量的微分有关。然后，

我们定义了在列维—齐维塔联络意

义下的协变微分和平行移动。引进

协变微分的目的是为了定义张量之

间的微分规则，以确保张量的协变

微分仍然是一个张量。因为从协变

微分而定义的平行移动与空间的

“不平坦”程度密切相关，从而便由

平行移动定义了测地线以及各种曲

率的概念。
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