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摘 要 张量重正化群方法是近年来发展起来的一种新的数值计算方法，它将经典配

分函数和量子波函数的张量网络表示与重正化群方法相结合，在强关联系统的数值研究中，

发挥着越来越重要的作用。文章以经典统计模型和量子格点模型为例，简要介绍了张量重正

化群的一些基础知识和研究给定物理模型的一般性思路，并对张量重正化群未来可能的发展

方向和亟待解决的问题进行了讨论。
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Abstract The tensor renormalization group is a new class of numerical methods devel-

oped in recent years. It combines the tensor network representations of the classical partition

function and quantum wave function with the renormalization group techniques, and plays a

more and more important role in the numerical study of strongly correlated systems. Taking the

classical statistical models and quantum lattice models as two examples, we give a brief introduction

to its basics and the general routine for studying a given physical model, and discuss possible

future developments as well as the problems that need to be solved in this field.
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1 引言

强关联多体系统是凝聚态物理学中一类重要

的研究对象，一直是物理学最前沿的研究领域之

一，很多深刻的物理概念和新奇的物理现象，比

如拓扑序、解禁闭的量子临界现象、量子自旋液

体、高温超导等，都出自强关联系统。然而对这

类系统的理论研究，却是非常困难的。一方面，

由于该系统本身的非微扰属性，基于微扰的传统

量子场论方法并不适用，而由于多体系统本征的

指数墙问题，精确对角化等方法通常只能处理非

常小的系统尺寸。另一方面，密度矩阵重正化群

(density matrix renormalization group，DMRG)[1]和

量子蒙特卡罗方法，是广为使用的两种强关联系

统的数值处理方法，在很多问题的研究中都取得

了成功，但都存在一定的局限性：前者只能处理

(准)一维的量子系统，后者在处理大多数费米子

系统和阻挫自旋系统时，会遇到所谓的负符号问

题而失效[2]。因此，发展有效而精确的数值计算

方法，就成为该领域的一大挑战。

近年来，作为DMRG的高维推广，相对于传统

数值方法，张量重正化群(tensor renormalization
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group)方法有以下几个特点：能够满足纠缠熵的

面积定律[3]，可以处理二维量子系统或三维经典

系统，结合平移不变性，原则上不需要借助有限

尺寸标度就可以直接处理热力学极限；不存在负

符号问题，可以有效地处理费米子交换[4-5]和量子

阻锉[6]；结合重正化群流的不动点分析，可以比

较方便地分析临界点附近的标度行为 [7]。因此，

它得到了越来越多的关注，被应用到了很多系统

的研究中。

张量重正化群两个应用最为广泛的研究领

域，是关于经典统计模型和量子格点自旋模型的

研究。对于经典统计模型，它首先通过配分函数

的张量网络表示，将统计模型转化为张量网络模

型(tensor network model)，然后通过重正化群的方

法求解该张量网络模型，最终得到统计模型的

自由能和其他统计平均量。对于量子格点模型，

它首先给出量子波函数的张量网络态 (tensor

network state)表示，使用该表示作为变分波函数

假设，然后通过重正化群的方法求解波函数表

示，最后根据波函数求解各种物理量期望值。通

俗来讲，这里的重正化群变换，可以理解为一种

信息压缩，对局域自由度或者相空间的压缩。下

面将以这两个应用为例，简单介绍张量重正化群

方法的基础知识和研究思路。

2 张量网络模型与经典统计模型

我们以 Ising模型为例，来引入张量网络模型

的概念。如图 1所示，统计力学教科书上关于转

移矩阵的章节告诉我们，一维 Ising模型的配分函

数可以表示为转移矩阵A的幂次，其中A是玻尔

兹曼因子在自旋完备集下的表示矩阵。这种配分

函数的表示方法就构成了一个显式的张量网络模

型，只不过这里的局域张量是一个矩阵，即玻尔

兹曼因子A。

为了更一般地推广，可以将矩阵 A 进行分

解，进而重新定义矩阵T，这相当于在每一条键

上面引入新的自由度{s}来取代初始定义在格点上

的自由度{σ}，这样就得到了一个常见的定义在

初始晶格上的张量网络模型。更高维度的 Ising

模型可以类似地映射为一个高维的张量网络模

型。图 1(e)给出了二维 Ising 模型的一种类似构

造方式。要注意的是，图 1 这种映射不是唯一

的，一个经典统计模型的配分函数写成多种形

式的张量网络求和，这涉及到对偶变换、规范

变换等一系列物理概念，有兴趣的读者可以参

考文献[8]。

事实上，任何只具有局域相互作用的经典统

计模型，其配分函数都可以写成张量乘积求和的

形式，即都可以精确映射为一个张量网络模型。

映射完成之后，对经典统计模型自由能的计算就

完全转化为对张量网络模型的求解。精确求和一

个一般性的高维张量网络，是一个#P-完备问题[9]。

物理学家将重正化群的思想引进来，发展出了各

种各样的近似求解方法。这些方法按照对问题的

约化方式，大致可以分为两种，即转移矩阵类和

图1 张量网络模型示例 (a)一维 Ising自旋链，其中每一

个自旋都只能取±1，用上下箭头来表示；(b)在配分函数中

插入自旋完备集，则每一个玻尔兹曼因子可以表示成为2×2

的矩阵A，整个配分函数就变成对矩阵A的一个幂次求迹。

注意这里的A定义在键上面，用白色方框来表示。图中用

黑色代表初始的自旋{σ}指标，虚线代表格点位置；(c)将矩

阵 A 进行分解，相当于引入新的键变量{s}，用绿色来表

示。对于铁磁 Ising 模型，可以证明 A 可以分解为：A=

WW＋，W用三角形表示；(d)对初始的自旋进行求和，定义

一个新的矩阵T=W＋W，则配分函数变为对T的一个幂次求

迹。注意此时的T定义在格点上面，两个指标为定义在键

上面的{s}；(e)二维 Ising模型所对应的张量网络模型。每个

格点上面都有一个四阶张量T，构造方式与(d)类似，只不

过这里需要四个W来求和，对所有键指标求和所得到的数

值，就是对应温度下 Ising模型的配分函数
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图2 常用的两种粗粒化重正化群方法

粗粒化类。转移矩阵类的思想是将二维的张量网

络求和，转化为一个转移矩阵的最大本征值问

题，进而结合重正化群的方法，或求解该转移矩

阵的有效低维表示，如DMRG、转移矩阵重正化

群[10]，或求解该转移矩阵最大本征态的有效低维

表示，如时间演化块消减算法[11]，以及更对称的

推广，即角转移矩阵重正化群算法[12]。粗粒化类

的思想，是使用局域近似来模拟 Kadanoff 的块

自旋消减过程 [13]，从而实现对系统自由度的重

正化。局域近似可以通过一些数学手段来实现，

图 2 显示了基于矩阵奇异值分解 (singular value

decomposition， SVD) 和张量高阶奇异值分解

(higher-order SVD，HOSVD)的重正化群步骤[14，15]。

值得一提的是，基于张量HOSVD的重正化群方

法，可以很自然地推广到高维晶格系统，具有较

低的计算代价和较高的计算精度。

求和一个二维张量网络，可以使用Levin等

人提出的基于矩阵SVD的粗粒化方法，也可以使

用我们组提出的基于张量 HOSVD 的粗粒化方

法。如图 2所示，对于正方晶格，前者首先将正

方晶格分成两套子格，将格点上的张量视为一个

矩阵，分别按照正反对角线方向做 SVD，切断，

然后将图中每一个由四个彩色点构成的小正方形

求和掉，最终形成一个新的四阶张量；后者将张

量沿着格矢方向进行粗粒化，切断时采用张量的

HOSVD。一步重正化群之后，两者都将格点数

减小一半，前者由于是沿对角线方向做晶格变

形，因此所形成的晶格方向发生转动。

转移矩阵和粗粒化这两类方法都可以非常有

效地对张量网络模型进行近似求解，在很多经典

统计模型的研究中都取得了很好的效果。一般来

说，在临界点附近，由于系统关联长度发散，在

相同计算代价下，粗粒化类方法的结果要比转移

矩阵类差，但由于可以通过分析重正化群流不动

点的性质，因此相对来讲，粗粒化类方法更加适

合用于分析临界点处的标度行为。

为了提高粗粒化方法的计算效率和精度，物

理学家从以下两个方面来分析了这个问题。一方

面，可以使用全局近似来取代局域近似，即在对

局域自由度进行重正化群变换时，将外部环境与

目标系统之间的纠缠考虑进去，这类似于DMRG

中约化密度矩阵概念的引入。在此基础上发展起

来的方法有二次重正化群[16]、高阶二次重正化群

方法[15]等。另一方面，以SVD和HOSVD为基础

的局域近似并不能很好地区分短程纠缠和长程纠

缠，而对系统物理起决定作用的主要是长程纠

缠，因此，如果能够设计一种更优的局域近似，

使得短程纠缠尽可能地被过滤掉，那么经过重正

化群变换所筛选出的自由度表示就会更有效。在

这个方向上，Wen和Vidal等小组将局域变分引入

局域的重正化群变化[7，17，18]，得到了近似标度不

变的不动点张量和纠缠熵行为。

3 张量网络态与量子格点模型

对于只具有局域相互作用的有能隙的哈密顿

系统，人们通常认为它的基态，甚至低能激发

态，满足纠缠熵的面积定律，即如果将系统分成

两部分，则两部分之间的纠缠熵 S正比于边界的

面积 Ld - 1 ，而要精确描述该纠缠熵，波函数表示

所需要的基矢量的数目D要正比于 exp (S) ，即

S∝ Ld - 1~ log D .

这就是DMRG在一维(d=1)取得成功的原因，也

是它在二维(d=2)只能处理有限系统尺寸的原因。

满足面积定律的量子态是一类特殊的状态，它们

只占整个Hilbert空间很小的一部分，但却集中了

很大一部分物理上可实现的基态和低能激发态，

换言之，对于大多数真实系统中的低能物理研究来
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讲，人们认为Hilbert空间是可被压缩，该系统是

可重正化的。

如何将DMRG推广到高维，同时又满足面积

定律呢？事实上，在DMRG被提出不久，人们就

发现[19]，DMRG计算过程所生成的波函数其实是

一种矩阵乘积态波函数。图 3给出了一种简单的

视角来看待这个问题。所谓矩阵乘积态，简而言

之：给定构型(单粒子基矢)在波函数中的叠加系

数由一系列矩阵乘积求迹得到。这个被发现之

后，人们很快从波函数的角度出发，将矩阵乘积

态推广到二维，构造了许多二维的张量网络态波

函数，甚至使用这种变分波函数来计算三维经典

统计模型，这种推广得到的波函数是自然地满足

面积定律的。2004年，Verstraete和Cirac等人以

投 影 纠 缠 对 态 (projected entangled pair state，

PEPS)的名字重新讨论了张量网络态 [20]，明确给

出了一般性 PEPS的构造方式，以及给定哈密顿

量时的系统基态的 PEPS 表示的变分求解方法，

这引起了人们对张量网络态的极大兴趣。图 3(c)

给出了正方晶格上 PEPS 的一般形式。事实上，

PEPS是张量网络态波函数家族中的一个成员，随

后越来越多的波函数形式被构造出来，比如多尺

度纠缠重正化假设[21]，关联乘积态[22]，投影纠缠

单形态(projected entangled simplex state，PESS)[6]等。

对于给定一个量子格点系统，与DMRG直接

对哈密顿量进行重正化群变换不同，张量重正化

群对基态的求解着眼于对波函数的处理。具体来

说，首先要选定基态波函数的一个合适的张量网

络态表示 |Ψ〉，其中的局域张量，如图 3(c)中的

T，都是待定的变分参数；然后通过虚时演化或

者能量极小变分，求解出局域张量，得到具体的

基态波函数表示；最后根据基本的量子力学公

式，即

〈O〉 =
〈Ψ|O|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

，

来求解各种物理量O的期望值。这是使用张量重

正化群求解量子格点模型的一般步骤。

不同类型的张量网络态形式，通常描述不同

的纠缠熵行为，适用于不同的量子体系。比如，

PEPS自然地满足纠缠熵的面积定律，求解方法相

对简单，因此很快被广泛应用于求解量子格点模

型，并且在无阻锉系统的研究中获得了巨大的成

功。但对于量子阻锉系统，尤其是Kagome晶格

这种强阻锉系统，由于 PEPS波函数假设中主要

考虑了两体纠缠，并没有显式考虑多体纠缠，而

事实上人们发现在这种阻锉系统中，多体纠缠对

系统的长程物理行为可能发挥更重要的作用，因

此它在这类系统中的应用遇到了很多问题。作为

PEPS波函数的推广，PESS波函数弥补了这个缺

陷，它将系统分为很多个单形，然后在每一个单

形中引入一个高阶的单形张量，来描述处于单形

之中的多个自由度之间的纠缠。图 4给出了分别

可以用 PEPS和 PESS精确表示的定义在Kagome

晶格上面的自旋2的两种状态，即AKLT态[23]和单

形固体态 (simplex solid state，SSS) [24]，来说明

图3 张量网络态示意 (a)开边界矩阵乘积态的一般形式。

给定构型|m1…mL〉在波函数|Ψ〉中的叠加系数，由对应的

矩阵乘积求迹给出，即Tr(A[m1]…A[mL])；(b)DMRG计算过

程中的基矢变换矩阵U，自然地构成了一个矩阵乘积态，右

图是左图的显式画法；(c)正方晶格上PEPS波函数的一般形

式，即每个格点上定义一个张量T，给定构型|{m}〉的叠加

系数，由前面的张量乘积求迹给出。这里的Tr代表对所有

的键指标和物理构型求和
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PEPS和PESS对局域纠缠的不同考虑方式。这里

的单形，是指构成晶格的基本单元，比如三角形

可以看做Kagome晶格的一种单形。给定一种晶

格系统，可以选取不同的单形，来构造不同形式

的 PESS波函数，因此它也更加灵活。在最近的

一系列工作中[6，25]，我们结合PESS波函数和维度

降解技术 [26]，详细地研究了Kagome晶格中可能

存在的量子自旋液体。

4 展望

上面我们主要介绍了张量重正化群方法在经

典统计模型和量子格点自旋模型基态中的应用，

这是目前该方法应用最为广泛的两个领域。事实

上，张量重正化群方法在其他领域也有着越来越

多的应用，比如，在连续自由度模型和KT相变

中的应用[27]，在格点规范理论中的应用[28]，在费

米子系统中的发展和应用[4-5]，在连续空间的一维

量子场论中的应用[29]，在自旋玻璃系统中的应用[30]，

在一维多体局域化中的应用[31]等。甚至在人工智

能领域，它已经被应用在机器学习和图像识别中[32]，

并有人试图用重正化群的思想来理解深度学习的

成功 [33]。有理由相信，这些应用领域会越来越

广，结合程度也将越来越深。

但我们不仅仅要看到张量重正化群方法的巨

大潜力，同时也应该看到它自身的缺陷。首先，

张量网络态波函数的求解，实质上是一个多变量

的非线性极值问题，如何避免解被束缚在局域极

值附近，以及如何高效地计算低能激发态，这是

一个值得高度关注的问题，因为对于很多大家感

兴趣的系统如量子自旋液体系统，低能激发态与

基态具有非常接近的能量，这里面的局域极值问

题可能会非常严重。其次，在求解物理量期望值

时，或者对波函数进行全局优化时，通常需要对

一个张量网络进行求和，这里面会牵涉到非常高

的计算代价，这几乎是所有张量重正化群算法面

临的计算瓶颈。最后，对于费米子系统而言，感

兴趣的物理问题主要集中在动量空间，而张量

重正化群的有效性依赖于它可以有效地处理实

空间的短程纠缠，由于动量空间的短程物理对

应于实空间的长程物理，因此研究动量空间比

如在费米面附近的物理问题时，张量重正化群

面临着如何有效处理长程纠缠的问题。虽然最

近有一些工作在这些问题上做出了一些努力，

比如与分子动力学的结合 [34]、正切空间方法 [35]、

与机器学习的结合 [36]、与蒙特卡罗的结合 [37]、

嵌套张量网络方法[26]、轨道优化[38]等，但这些问

题远没有解决，仍然需要更多不同领域学者的

共同思考。

5 结束语

张量重正化群方法有着非常强大的计算潜力

和优势，为年轻人开拓了一个非常广阔的施展自

己才华的数值计算领域。它在强关联多体系统和

统计模型的研究中发挥着越来越重要的作用，同

时也与越来越多的其他领域进行着交叉和融合。

一方面我们期望这些交叉和融合能够弥补它自身

的缺陷，发展和完善张量重正化群，为研究强关

联系统提供一套有效、精确和实用的数值研究方

法，另一方面我们也希望挖掘张量重正化群的巨

图 4 (a)由 PEPS 所表示的自旋 2-AKLT 态。为了构造这

个态，每个格点上的自旋 2被分解为 4个辅助的虚拟自旋

1/2，每一条键上的两个虚拟自旋 1/2构成自旋单态(S=0)，

然后在每一个格点上作用一个投影算符，将 (1/2)4
投影到

真实的自旋2空间。可以看到，这样的PEPS的确由投影算

符和“纠缠对”态所构成；(b)由PESS所表示的SSS态。为

了构造这个态，每个格点上的自旋2被分解为2个辅助的虚

拟自旋1，每一个单形(三角形)中的三个虚拟自旋构成自旋

单态(S=0)，然后在每一个格点上作用一个投影算符将 (1)2

投影到真实的自旋 2。同样，这样的PESS的确由投影算符

和“纠缠单形”态所构成(两图中的红色代表自旋单态，绿

圈代表投影算符)
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