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稍微熟悉一些政治理论的朋友

应该都知道弗朗西斯·福山 (Fran-

cis Fukuyama)的这本书《历史的终

结与最后的人》(The End of History

and the Last Man)，此书成于1990年

代初，就着当时的时代背景(东欧巨

变、苏联解体、冷战结束)预言了人

类社会最终的组织形式将会是 libe-

ral democracy。福山先生放眼人类

历史上下几千年，剖析波澜壮阔的

20世纪，师承从康德、黑格尔到马

克思的德国古典哲学与人类社会发

展阶段理论，提出“历史终结论”。

他分析了君主制、法西斯制度、穆

斯林国家的制度和东欧与前苏联所

代表的政治体制，在学理的层面上

指出这些制度的内在缺陷，并一一

论证 liberal democracy 不存在这些

天生的缺陷，然后再用当时的实例

(美国、欧洲、日本欣欣向荣；东欧

翻盘、苏联解体、拉美国家陷于独

裁的泥潭…)来佐证其理论的正确。

此书和其基本的结论风靡一时，产

生了世界范围内的影响。自认为已

经生活在历史终结制度中的人们从

此更是站上了道德和哲学的制高

点，开始对他们认为还没有成为最

后的人的人们指指点点、耳提面

命；而被批评惯了的人们也因此变

得思维定势，天生觉得自己所生活

的制度低人一等，都不好意思为之

辩护，自愿成为了沉默的大多数和国

际受气包，受了欺负除了表示强烈抗

议之外更无他法。可见福公此书制造

舆论的成功和深入人心的力量。

然而，三十年过去了，出乎福

公的预料，更出乎那些自以为是最

后的人和想成为最后的人的人们的

预料，历史没有终结。当年的成功

实例就在我们的眼前一步一步陷入

了困顿，“历史终结论”渐渐 hold

不住了。到底谁在践行 liberal demo-

cracy，到底如此的组织形式是否也

有天生的缺陷，到底人类社会是否

存在最终的组织形式，…，这样的

问题反而变成从被忽悠的状态中渐

渐回过神来的人们开始思考的问

题。就连福公自己，面对惨淡的现

实，也开始按捺不住，屡屡出来给

“历史终结论”打补丁，可也架不住

他身在其中的政府和人类组织形式

实在是烂泥扶不上墙，打脸的速度

快过打补丁的速度，真让人生出三

十年河东的感叹。

其实抛开“历史终结论”的意

识形态引申，那本书《历史的终结

与最后的人》是一部扎扎实实的学

术著作。论证合理、文字流畅、引

人入胜，用物理学家能够听懂的语

言就好像是一篇有着 Nature题目的

长 Physical Review B 或 者 Physical

Review X文章，开卷有益，让人喜

欢读，好的文章就应该是这个样

子。如果是有着 Nature题目的 Na⁃

ture文章，那反而不用看了，因为

杂志社出于商业利益的考虑，往往

引诱着物理学家们昧着良心说话，

造成的结果就是这样的文章会有各

种各样的问题；而长 Physical Re⁃

view B文章，或者长Physical Review

X文章，因为出版机构是非商业性

的，变成了物理学家们尽情发挥的

场所，同行和后学们可以真正从中

学习到有用的知识。好的，既然已

经提到了物理学，那我们就借着历

史的终结往下说，看看物理学，或

者凝聚态物理学量子多体问题中有

没有类似“历史终结论”hold不住

了这样的故事。

笔者在之前的文章中，讲到过

一个例子就有着类似的精神 [1]，故

事涉及量子多体中眼下经常讨论的

“涌现连续对称性”(emergent con-

tinuous symmetry)。目前我们讲到

超越朗道—金兹伯格—威尔逊相变

和临界现象理论框架的物理现象，

经常会遇到这个概念。其大意是，

物理系统的哈密顿量决定了系统所

能具有的对称性，而体系在哈密顿

量参数空间中所呈现出的相，其对

称性往往要低于哈密顿量的对称

性，即对称性自发破缺现象。但是

在量子多体行为中，目前人们从量

子涨落、分数化原激发和涌现规范

场这样的角度，发现了相变点上的

量子物态可以具有高于哈密顿量的

对称性，即涌现连续对称性。这样

的现象在阻挫磁体、去禁闭量子临

界点、强关联拓扑序等等系统中都

有体现，并且有着逐渐被接受成为

新型量子相变的规律的趋势。但

是，问题就在于如此的理论框架还
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在建立中，其实并没有如朗道—金

兹伯格—威尔逊框架那样完善，所

以也就有不符合的时候。此时需要

注意的就是不能无限拔高，错把

emergent continuous symmetry 这样

的 good wish 当成了绝对真理，笔

者之前的那篇文章，就是讲了阻挫

三角晶格的量子伊辛模型中，人们

预期在相变点上产生 emergent O(2)

对称性，并且也被后来的蒙特卡洛

严格计算证实。基于此，便有人就

拔高到阻挫六角晶格量子伊辛模型

的相变点也应该具有 emergent O(3)

对称性，但是我们自己的蒙特卡洛

严格计算却发现此处其实是一个遵

从朗道—金兹伯格—威尔逊框架的

一级相变 [2]。这个故事背后的研究

论文的题目就是：Caution on emer-

gent continuous symmetry (小心预言

涌现连续对称性)，而那篇讲故事的

文章的题目是：学好蒙特卡洛，不

会被忽悠。其实说的都是一个意思。

接下来我们就进入本文的主

题，看看另外一个更加重要的“历

史终结论”在量子多体问题中 hold

不住的情况。一如以往，我们还是

从朗道—费米液体理论说起。之前

的两篇文章[3，4]中主要关注准粒子、

自能以及非费米液体自能分数化频

率幂指数关系等等。这里我们来讲

讲费米面的大小。其实费米面中所

包含的面积(对于二维的布里渊区来

说)或者体积(对于三维的布里渊区

来说)，与布里渊区本身的面积或者

体积的比例，就是系统中电子的填

充数或者占据数，这个规律现在被

人们称为 Luttinger sum rule 或者

Luttinger theorem (Luttinger 定理)。

此 事 源 于 1960 年 代 Joaquin Lut-

tinger 对于费米面所包含的面积的

讨论 [5]，后来被Oshikawa 用拓扑的

语言以非微扰的方式证明了 [6]。他

们说只要是费米液体，就算是有量子

多体相互作用，其费米面的面积就

等于系统的电子占据数。我们以二维

正方晶格系统为例，写成公式就是

ν =
VFS

(2π)2
+ n ，

此处 ν = N/L2 是系统中的电子占据

数，就是二维 L × L 晶格上放 N 个

电子，平均每个格点上的电子数，

注意 ν可以不是整数。而等式右边

的 VFS 是费米面的面积，再除以

(2π)2 就是其占正方晶格布里渊区的

比例。最后一个 n

是一个整数，也就

是说如果我们考虑

多带的系统，那么

那些填满的能带就

在每个格点上贡献

一个电子， n 个占

据的能带就贡献 n

个电子，如果只考

虑单带问题时这

个 n=0。所以 Lut-

tinger 定理指出了

费米液体(即使是

具有相互作用的)

其电子的占据数和

费米面占布里渊区的比例精确对

应。这是一个很有用处的结论。

我们来看一个具体的例子。如

图1所示，图1(a)是一个自由电子系

统的布里渊区和费米面，蓝色的费

米面之内为电子占据态，按照 Lut-

tinger 定理，其面积和整个布里渊

区面积的比例就是系统的电子占据

数 ν (就是每个格点上平均有多少个

电子，再次注意，可以不是整数)。

然后若要考虑相互作用的效果，我

们可以让系统感受到一个反铁磁的

不稳定性，即图中绿色的矢量

Q =(±π, ±π) 所示。当反铁磁长程序

最终形成时，系统会进入电荷密度

波的金属态，其费米面会如图 1(b)

所示，原本的大费米面变成了四个

小的口袋 (pocket)。乍一看，左右

两边的费米面明显不相等，但是整

个过程中我们没有改变电子的占据

数，所以按照 Luttinger 定理，费米

面和布里渊区的比例不应该变化。

但是小 pocket 占的比例显然比大费

米面要小，这是怎么回事呢？其实

Luttinger 定理总是对的：从图 1(a)

到图 1(b)，系统发生了对称性破

缺，图 1(b)中的反铁磁序电荷密度

波与图 1(a)中无相互作用费米子具

有不同的平移对称性，即图 1(b)中

的系统实空间原胞基矢比左边长了

一倍，x方向长一倍，y方向长一

倍，实空间的原胞面积就大了4倍，

倒空间的布里渊区就小了4倍。在小

了4倍的布里渊区中，pocket 所占的

比例其实和原来的大费米面在原本

的布里渊区中占的比例是相同的，

也就是说，Luttinger 定理对于费米

液体，不论其费米面的形状在相互

作用下如何变化，总是把电子占据

数和费米面的面积紧紧联系起来。

Luttinger 定理是如此的正确和

好用，以至于在许多凝聚态物理学

图1 Luttinger 定理和费米面的面积 (a)二维正方晶格无相

互作用费米子具有一个大费米面。当其感受到反铁磁相互作

用时(如在 Hubbard 模型中)，反铁磁的波矢可以将费米面折

叠成(b)中的小费米面，或者叫口袋(pocket)。不论是大费米

面还是小费米面，其面积和布里渊区的比例就是系统中的电

子占据数，即Luttinger定理。在从(a)到(b)的过程中，电子

占据数没有发生改变[7]
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的前沿问题中，都可以看到它的影

子。比如重费米子的 Kondo lattice

问题，当重费米液体形成时，人们

发现此时费米面的面积变大了，大

于了系统中巡游电子的费米面，如

果按照 Luttinger 定理，就意味着系

统中构成费米面的电子数变多了。

此时，只要把局域磁矩也计入到电

子的占据数中，电子的占据数就和

变大后的费米面在布里渊区中的比

例相等了[8]。其实 Oshikawa 当初对

于 Luttinger 定理的证明，就是用的

这个例子，告诉人们在重费米液体

中，大费米面既有巡游电子的贡

献，也应该有局域磁矩的贡献。

Luttinger 定理看来如此强大，连重

费米子都可以搞定，其他的关联的

金属自然也不在话下。那么是不是

所有金属的电子占据数都是和费米

面的面积一一对应呢，这是不是又

一个“历史终结论”式的结论呢？

随着时间的前进，是不是还是会有

渐渐 hold 不住的情况呢？

还真是，在凝聚态物理实验

中，Luttinger 定理无法解释的情况

是有的，其中最著名的要数高温超

导体中的 Fermi arc 态。就是指人们

在铜基超导体的欠掺杂区域通过角

分辨光电子能谱观察到此处系统的

费米面不再是闭合的圆圈或者口

袋，而是变成了断裂的费米弧(Fer-

mi arc)[9—12](顺便说一句，在高温超

导赝能隙和费米弧的实验发现过程

中，几位华人实验物理学家都做出

了重要的贡献，[9—12]这几篇文献

就是现在中国科学院物理研究所丁

洪研究员和斯坦福大学的沈志勋教

授早年的工作，对于关联电子领域

的发展影响深远)。图 2(a)为铜基超

导空穴型掺杂的示意相图。如图 2

(b)所示，在欠掺杂区域( p = 0.1 掺

杂，电子占据数 ν = 0.9 )，角分辨

光电子谱看到的不是红色的闭合口

袋，而是断裂的弧线；而如图 2(c)

所示，当系统到了过掺杂区域

(p = 0.25 掺杂，电子占据数 ν =

0.75) ，此时的费米面恢复成一个完

整的圆圈，系统回到费米液体。在

Fermi arc 区域，系统已经没有闭合

的费米面，还让人怎么计算其面

积？所以 Luttinger定理在此处 hold

不住，失效是无疑的了。至于有没

有理论解释，这个就麻烦了，高温超

导领域的物理学家们已经争论了 20

多年，还是没有定论，兹事体大，牵

扯到人们对于图2(a)中TN 之上T*之

下的赝能隙区域的理解。我们在这

篇文章中也不能给出答案。大家可

以参看中国科学院物理研究所罗会

仟在《物理》的系列文章《超导

“小时代”》，一窥其丰富的内涵。

我们还是说说在理

论上如何严格地制

造出让Luttinger定

理 hold 不住的关

联电子态吧。

我们问一个相

对简单的问题，就

是在量子多体模型

层次上，能否设计

出可以严格求解

的 关 联 电 子 模

型，不用平均场

和微扰论近似，

计算出系统从满

足Luttinger定理的

费米液体金属到不

满 足 Luttinger 定

理 的 金 属 的 变

化。答案是可以

的，此处需要用

到拓扑序规范场

和物质场耦合的

构造，也是刚刚

才被蒙特卡洛计算证实的结果 [14]。

研究人员基于前人提出的“正交金

属”的理论设想，设计出了一个可

以进行量子蒙特卡洛计算的微观晶

格模型，模拟费米子物质场和Z2规

范场耦合这样的物理图像。通过调

节系统中量子涨落的强度，蒙特卡

洛模拟展示了从普通金属到具有拓

扑序和没有准粒子与费米面的“正

交金属”的连续相变。图 3(a)就是

二维正方晶格上的正交金属模型。

在格点上生活着正交费米场 fi,α 与

伊辛物质场 Sz
i ，将正交费米场与伊

辛物质场组合可以得到真实的费米

子，称为“复合费米子” ci,α =

fi,αS
z
i 。复合费米子就是电子，具

有电荷与自旋，有费米面，可以被

实验观测到。而正交费米子由于不

具有规范不变性，不是真实的电

图2 (a)铜基超导空穴型掺杂的示意相图；(b)角分辨光电子

能谱观察到欠掺杂区的费米弧(Fermi arc)，是没有闭合的费

米面，不满足Luttinger定理，红色圆圈为量子振荡实验观察

到的费米口袋(Fermi pocket)；(c)角分辨光电子能谱观察到过

掺杂区完整的费米面，其面积和电子占据数吻合，满足Lut-

tinger定理[13]
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子，不能通过实验手段测量到。

在晶格模型的格点之间存在着

Z2 规范场 σ z
b ，规范场分别与伊辛

物质场和正交费米场通过最小耦合

的方式联系起来。伊辛物质场和Z2

规范场的量子涨落是整个系统相互

作用的来源。通过调节伊辛物质场

的量子涨落强度，可以在这个模型

上实现费米液体金属(图3(b))与正交

金属(图3(c))，并研究它们之间的相

变。图4上面三个图就是复合费米子

的费米面从满足 Luttinger 定理的费

米液体 (图 4(a))，经过相变 (图 4

(b))，到达不满足 Luttinger 定理的正

交金属(图 4(c))的全过程。而图 4的

下面三个图就是在相应的过程中，

系统自旋动力学磁化率的行为。在

费米液体相，系统的电子占据数与

费米面的面积相等；而在正交金属

相，系统已经没有了费米面，但计

算却发现正交金属态仍然是一个电

荷可以自由流动的金属。比如，自旋

磁化率的结果表示不论是费米液体还

是正交金属，其低能自旋涨落没有

发生变化，就是费米液体的行为。

这些现象都说明正交费米子仍然处

于金属状态，有一个隐藏的费米面。

正交金属态可以说是超越 Lut-

tinger 定理的了，因为它虽然是导

体，也具有电子填充，但是连费米

面都没有，那么还怎么联系电子占

据数和费米面的面积？但是，此处

人们还可以像福山给“历史终结

论”一样打补丁，可以说虽然正交

金属没有费米面，但是如果去测量

这里正交费米子 fi,α 的费米面(当然

这个没法做，因为 fi,α费米子不是规

范不变的)，还是可以找到一个符合

Luttinger定理的隐藏费米面，隐藏

费米面的面积与正交费米子的占据

数是一一对应的。如果把 Luttinger

定理推广到可以包括随着规范变化

的隐藏费米面，也就是打上这样一

个补丁，那么还可以讲 Luttinger定

理对于正交金属态还是适用的。

好吧，姑且听之。那么我们可

以继续追问，在理论上到底存不存

在就算打了补丁也补不上，让Lut-

tinger定理无论怎样都hold不住，彻

底失效的情况呢？比如在实验中观

测到的铜基超导中的 Fermi arc 状

态。其实也是有的，而且可以预期会

越来越多，但是考虑到大家能读到这

里应该已经筋疲力尽，进入了“每个

字都认识，但是连在一起就是不明白

是什么意思”的混沌状态。我们还是

就此打住先，待笔者使一个拖刀之

计，下一篇文字中再揭示谜底吧。

总之，历史看来应该是没有终

结的，每一代人都在自己的身上践

行着最后的人，都在做着与命运艰

难的搏斗。从科学的角度来看，也

许真的不存在什么终极的组织形

式，也就是人们常说的只有相对的

真理，没有绝对的真理。当我们发

现已经建立的规律出现漏洞的时

候，其实往往是令人兴奋的时刻，

这就意味着我们摸到了之前一个相

图3 (a)在晶格格点上有正交费米场 fi,α 与伊辛物质场 S z
i ，格点之间是Z2规范场，

蓝色的椭圆代表着由正交费米场与伊辛物质场组合而成的“复合费米子”，

ci,α = fi,αS
z

i ，复合费米子就是真正的电子；(b)费米液体金属相的布里渊区，蓝色的封

闭实线就是复合费米子 ci,α 费米面，满足Luttinger定理，可以被实验观测；(c)正交金

属相的布里渊区，红色的实线是正交费米场 fi,α 隐藏费米面，不满足Luttinger定理，

不能被实验手段观测到

图4 从费米液体金属到正交金属的相变过程。图(a)、(b)和(c)为复合费米子的费米

面的变化：图(a)处于费米液体金属，有费米面；图(b)为临界区域，费米面正在消

失；图(c)处于正交金属相，没有费米面。图(d)、(e)和(f)为相变过程中的自旋磁化

率。不论是在费米液体金属还是正交金属相，近似钻石型的费米面导致自旋磁化率

图的中心出现4个小峰，说明费米液体金属与正交金属具有相同的磁学响应
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对真理的适用界限，开始探索新的

相对真理了。非费米液体对于费米

液体的超越应做如是观； Fermi

arc、正交金属对于Luttinger定理的

超越亦应做如是观。“自其变者而观

之，则天地曾不能以一瞬；自其不

变者而观之，则物与我皆无尽也。”

这样辩证的观点，遥想福公深谙从

康德到黑格尔再到马克思的德国古

典主义哲学，也一定懂的，实在

hold 不住就算了，不要再勉为其难

地为“历史终结论”打补丁了吧。
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