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摘 要 深度学习教会了人们一种新的和计算机打交道的方式：将一些可微分的计算

单元组合形成一段程序，再通过梯度优化的方法调整程序参数，使其达成期望的目标。这就

是微分编程的思想。深度学习技术的快速发展为微分编程提供了趁手的工具，也为计算物理

开辟了一番新天地。文章介绍微分编程的基本概念，并举例说明它在建模、优化、控制、反

向设计等物理问题中的应用。
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Abstract Deep learning taught us a new way to play with computers: compose

differentiable components into a computer program, then tune its parameters via gradient

optimization until it achieves what we want. This is the key idea of differentiable programming.

The rapid development of deep learning technology offers convenient tools for differentiable

programming, and also opens a new frontier for computational physics. This article introduces the

basic notion of differentiable programming and its physics applications including modeling,

optimization, control, and inverse design.

Keywords differentiable programming, automatic differentiation, computational physics

1 引言

深度学习在做什么？对于这个问题，人们的

第一反应往往是“训练人工神经网络”。这个解释

让深度学习听起来既神奇又神秘，却没有正面回

答问题。让我们再追问一句：训练神经网络又是

在做什么？纯粹从编程的角度看，深度学习将一

些可微分的计算单元搭建成为一段程序，再使用

梯度优化的方法调节程序参数，使其达成所需的

功能。其实，人工神经网络是一类特别简单的计

算机程序。大多数神经网络中主要涉及的是张量

运算，例如张量收缩和元素非线性变换等。而所

谓“深层”的神经网络，只不过意味着这类张量

计算程序比较长而已。在这个意义下，人工神经

网络只是一小类可以被训练的程序。推而广之，

我们可以对一般的计算机程序求导，利用梯度信

息调节程序的行为，这就是微分编程。
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些机器学习专家认为微分编程是深度学习的未

来 [1]。深度学习中所发明的各式各样的神经网络

结构，例如卷积、循环、注意力机制等，都是针

对特定任务的可微分模块。设计这类模块的指导

思想是尽可能地利用关于问题本身的先验知识，

例如对称性、局域性、层级结构等等。微分编程

通过学习一般的计算机程序，可以更加充分地利

用问题相关的特定领域的先验知识，同时还能保

证模型的可解释性。另一方面，越来越多其他领

域的科学家们也认识到微分编程的价值，认为它

是联系深度学习与科学计算的一条纽带。

2 微分编程：从薛定谔方程到愤怒的

小鸟

让我们通过几个例子来直观地认识微分编

程。图 1(a)定义了这样一个问题：如何设计合适

的外势场，使得其中的自由电子的基态密度分

布达到期望的形式。这个问题的正向求解是相

对容易的，只需要根据外势场构造哈密顿量，

再求解相应的本征值问题就能得到基态的电子

密度。按照微分编程的思路解决反向问题，我

们首先定义正向计算的密度与目标密度的差别

作为目标函数，再穿过正向计算过程求导得到

目标函数对于外势场的梯度。之后，我们可以

利用梯度信息优化外势

场，使其中的电子密度分

布逐渐逼近目标分布。这

类反向求解自由电子势函

数的问题是密度泛函理论

研究中的基本问题[4]，也是

一个有代表性的哈密顿量反向设计问题。微分

编程是解决这类问题简单而通用的方法。读者可

以参考笔者编写的演示程序，使用深度学习框架

PyTorch解决一维薛定谔方程的逆问题[5]。

图 1(b)示意了“愤怒的小鸟”游戏的基本设

置。我们希望通过调整小红飞出的初始速度，使

得它能够命中目标。与反复的试错相比，一种更

加高效的调整方式需要用到和目标的距离对初始

速度的导数信息。这要求能够穿过整个飞行轨迹

求导。微分编程可以帮助我们做到这一点。更妙

的是，为了对运动方程的积分计算求导，我们只

需要沿着时间反向，对另一套运动方程积分[6]。

图 1(c)是一个典型的深度学习任务：图像识

别。我们希望调节神经网络的参数，使得网络输

出正确的图片标签。基于网络参数梯度的优化方

案是目前最成功的神经网络训练方法。关于这点

有一个简单的理解：多元函数的函数值只是一个

标量的信息，而梯度是高维的矢量。从信息的角

度，越是高维的函数，梯度优化相对于非梯度优

化方法的优势就越明显。现代的深度学习应用甚

至可以训练含有一千多亿个参数的神经网络。如

果不使用梯度的信息，实在难以想象如何处理这

么高维的优化问题。

表 1总结了以上三个例子的基本特征。可以

看出，无论是从问题性质、学习对象、计算过

程，还是目标函数的角度，这三个问题看起来都

毫无关联。然而，它们其实都是微分编程的特

例：我们穿过整个计算过程求导，得到目标函数

相对于学习对象的梯度，从而解决问题。

和通常的深度学习问题不同，图1(a，b)这两

个例子中都包含针对特定物理领域的计算过程(求

解薛定谔方程和牛顿方程)。另外，读者也许注意

到了，在这两个例子中甚至都没有谈到训练数

据。事实上，有不少科学问题都是如此。我们并

表1 三个微分编程实例的基本特征

图1 三个微分编程实例 (a)逆薛定谔方程；(b)愤怒的小鸟；(c)图像识别

问题性质

学习对象

计算过程

目标函数

优化方式

逆薛定谔方程

反向设计问题

外势场

本征方程求解

密度差

微分编程

愤怒的小鸟

控制问题

初始速度

运动方程积分

距离差

图像识别

建模问题

神经网络参数

张量运算

识别正确率
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不能够、也不需要事先准备大量的训练数据。对

于科学问题，“一个好的模型胜过一千个数据”[7]。

而微分编程将模型表达成计算机程序，再利用梯度

信息学习其中的未知成分。这背后的关键既不是大

数据，也不是神经网络，而是自动微分。

3 什么是自动微分？

顾名思义，自动微分就是自动化地计算程序

的输出相对于输入的导数。这项技术的本质是机

械地对计算过程使用链式法则，从而得到数值精

确的导数信息。我们可以用计算图来形象化地表

达程序运行和自动微分的过程。计算图是一个有

向无环图(directed acyclic graph)，其中的节点和箭

头代表程序运行时变量之间的依赖关系。图 2展

示了一类典型的计算图。其中变量 x1代表程序输

入， x2，x3 是计算中间结果， θ1，θ2 是程序的参

数。最后，计算图末端的节点L 代表程序输出的

标量损失函数。图 1中的三个例子所对应的计算

图都具有这样的结构[8]。

为了考虑自动微分，我们定义计算图中某一

变量 x的梯度为其伴随变量(adjoint variable)，记

为
-x = ∂L /∂x。自动微分的目的是把计算图最末

端
----
L = 1的信息反向传递回所有需要计算梯度的

节点。这可以使用反向传播算法实现：中间节点

收集下游节点的伴随变量信息，根据链式法则得

到自己的伴随变量，再往它的上游节点传递这个

信息。在反向传播的每一步，我们只需要计算下

游传来的伴随变量与当前计算步骤雅可比矩阵的

乘积。遵循这种信息传递的方法，计算机可自动

地对任意复杂的计算过程微分。理论保证了使用

这个办法求导与程序前向运行的计算复杂度是一

样的。此外，因为梯度的计算过程也可以表达为

计算图，我们甚至可以迭代地使用自动微分方法

计算程序的高阶导数。

自动微分相对于使用数值差分的方法计算梯

度有不少优点。首先，它可以保证计算的梯度是

数值精确的，而不依赖于额外的差分参数。其

次，图 2所展示的自动微分方式，仅通过向前和

向后遍历计算图两遍，就能高效地计算出所有变

量的梯度。这远比数值差分高效：因为数值差分

需要对参数的每一个分量分别做微扰，再反复地

执行前向计算来得到参数在各个分量上的梯度。

由于图 2所示的计算方法有一个从后向前回溯计

算图的过程，这被称为反向模式(reverse mode)的

自动微分。实现反向模式的自动微分往往需要付

出额外的存储代价，以记录前向计算时的中间变

量信息。还有一类前向模式(forward mode)的自动

微分：通过计算雅可比矩阵和变量梯度的乘积，

向前传递对于程序输入或参数的扰动。前向模式

求导的方向与程序的运行方向相同，因此不需要

付出额外的存储代价。但是前向模式不如反向模

式高效：它的计算复杂度和数值差分是一样的，

因此通常不被用于含有大量参数的优化问题。

值得强调的是，自动微分的对象不见得非要

是数学函数。微分编程完全可以应用于包含循环

和控制流等指令的一般程序。在程序的运行过程

中，取决于不同的输入数据与分支条件，动态生

成的计算图可以具有完全不同的拓扑结构与深

度。一旦确定了计算图的结构，在自动微分计算

的每一步，仅需要关心计算单元局部的信息传

递。这里的计算单元可以是基本的四则运算，也

可以是一系列基本运算的复合，例如本征方程、

微分方程、自洽方程求解等等。只要我们有办法

指定计算单元的伴随变量回传规则，就可不必关

心其内部计算的细节，也不需要求导进入计算单

元内部。利用这样的方式控制自动微分的颗粒

度，可以保证数值稳定性、提升运行效率、降低反

向模式计算的内存消耗。如何针对具体问题设计合

图2 计算图表达计算过程中变量之间的依赖关系。自动微

分方法回溯计算图，得到程序输出相对于所有变量的梯度
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适的计算单元，正是微分编程的艺术。模块化和复

合性是深度学习的名片，也是微分编程的关键。

4 微分编程的科学应用

微分编程并不是一个从天而降的崭新方法。

科学家早在20世纪50、60年代就开始探索对于计

算机程序的自动微分[2，3]。在控制和反向设计等领

域，也早已存在与微分编程密切相关的伴随变量

方法。而物理学家熟知的微扰论和线性响应理

论，可以说就是穿过物理过程的微分计算。如

今，在基于张量运算的自动微分应用——深度学

习——成为一门显学的时代，微分编程获得了长

足的进步和更普遍的关注。它也给物理学中的建

模、优化、控制和反向设计问题提供了一个统一

而灵活的研究方法。下面我们分别举例说明。

4.1 建模问题

建模是指根据观测数据推断实际物理过程，

从而预测新的情形。建模的目标是能够举一反

三，亦即从少量的观测数据出发做出正确的预

测。用机器学习的术语来说，就是训练出具有泛

化能力的模型。图 1(c)所示的图像识别任务就是

一个建模问题。然而，不同于常见的图像识别任

务，我们通常难以为待解决的物理问题准备大量

准确的训练数据。仅仅依赖于少量数据建模，容

易发生过拟合现象。这就需要精心地设计模型，

最好让它本身就契合待研究的物理过程。微分编

程是实现这个目标的一种方式。

蛋白质折叠是一个公认的难题。从氨基酸序列

出发预测蛋白质的结构，中间涉及复杂的物理过

程。完全基于第一性原理的计算恐怕是极其困难

的。因此，人们寄希望于从已知的序列——蛋白质

结构数据中寻找规律，直接预测蛋白质结构。

DeepMind的AlphaFold凭着精妙的模型设计与充沛

的算力，已在这方面取得了了不起的成果[11]。但这

并没有妨碍人们另辟蹊径，探索不一样的技术路

线。文献[9]将氨基酸序列到蛋白质结构的映射建

模成一段分子动力学模拟，并从现有的序列——

结构数据中学习分子模拟所需的能量函数。利用

微分编程技术，可以穿过如图 3(a)所示的整个模

拟过程学习模型参数，以预测未知的蛋白质结构。

对于量子效应更加显著的化学分子，预测其

结构需要快速准确地求解量子多体问题的基态。

Google Research的李力等 [12]

根据密度泛函理论建立模

型，将 Kohn—Sham 密度泛

函计算当作可微分的程序，

穿过整个自洽计算过程来学

习交换关联势。他们仅仅需

要非常少的分子基态数据就

可以成功地训练模型，预测

一维氢分子随着原子间距的

整条势能曲线。

以上两个工作的共同特

点是模型中包含了特定的物

理计算 (分子动力学模拟、

Kohn—Sham方程)，因此不

再需要从零开始学习关于物

理问题的基本规律，而只需

填补成熟的理论框架中空缺

图3 微分编程应用于蛋白质折叠和仿星器设计 (a)从氨基酸序列到蛋白质结构的计算

图；(b)从仿星器的线圈参数到目标函数的计算图(摘自文献[9]和[10])

的部分(分子模拟的能量函数、密度泛函理论的交

换关联势)。这样的建模方式有利于从小样本中学

习到具有足够泛化能力的模型。但是由于涉及到

比神经网络复杂得多的计算，这些工作目前还只

停留在小规模概念验证的阶段。时间将会告诉我

们，基于物理机制的微分编程是否还能带我们走

得更远。

4.2 优化问题

优化问题在物理学中无处不在。自然界偏爱

低能的状态。更一般地看，甚至可以说最小作用

量原理支配了整个物理学。在具体的物理学研究

中，可以利用自动微分计算梯度帮助求解优化问

题。这是微分编程非常自然的一类应用。

一个有代表性的例子是全变分的 Hartree—

Fock方法[13]。在传统的Hartree—Fork计算中，人

们通常经验性地选取一些基函数展开分子的哈

密顿量，再通过自洽计算优化这些基函数上的组

合系数来近似体系的基态。而在全变分的计算

中，可以利用自动微分穿过自洽循环，计算

Hartree—Fock能量相对于基函数中经验参数的导

数，从而彻底优化基函数的位置和形状。因为优

化空间变大了，全变分的Hartree—Fock方法可以

得到比传统方法更低的变分能量。

另一个例子是我们与合作者们发展的张量网

络微分编程[14]。张量网络方法经过多年的发展已

经成为经典统计、量子多体物理，乃至机器学习

等领域重要的理论和计算工具。然而，针对张量

网络的优化仍是一个长期存在的难点。传统的优

化方法要么是基于一些近似的方案，要么依赖于

繁琐的人工解析推导梯度。这限制了张量网络方

法在复杂问题中的广泛应用。采用微分编程的方

法穿过整个张量网络重正化计算进行优化，不仅

大大降低了程序实现的门槛，还更加高效和可

靠。例如，作者对于二维无穷大方格子上的反铁

磁海森伯模型得到了最低的变分能量。对于更有

挑战的阻挫磁性问题[15](如笼目格(Kagome)格子上

的反铁磁海森伯模型等)张量网络微分编程也都给

出比之前更低的变分能量。特别的，对于六角格

子上的Kitaev模型，通过对张量网络进行梯度优

化可以直接得到物理上定性正确的非磁性基态。

这些结果给了我们更强的信心：假以时日，对张

量网络的微分编程可以带给我们新的物理！

上面举的两个例子涉及到对于Hartree—Fock

自洽方程或张量网络重正化这类迭代计算的求

导。可以简单直接地将迭代过程展开，然后利用

现成的自动微分工具穿过整个计算过程求导。除

此以外，还可以把达到迭代收敛条件视作基本的

计算单元，利用隐函数定理得出伴随变量的回传

规则 [16]。后面这种做法更加契合微分编程的思

想，可以让程序更加高效和省内存。

4.3 控制问题

控制问题是指通过调整体系的初始条件和外

场等，以实现对于含时物理过程的调控。图 1(b)

所示的愤怒的小鸟游戏就是一个控制问题。通过

对计算机模拟的经典物理过程求导，微分编程已

经在计算机图形学、机器人控制、分子模拟等领

域彰显威力。例如，文献[17]利用可微分的分子

模拟手段调整胶体颗粒的相互作用形式，以控制

其自组装过程中的动力学行为。

量子计算中也有类似的控制问题。例如，如

何调控微波或光脉冲以实现特定的量子门？从微

分编程的视角审视现有的量子控制方法，会发现

它们有的使用了不够高效的前向微分模式，有的

依赖于不够灵活的离散控制方案。利用图 1(b)中

我们见过的穿过微分方程求导的方法 [6]，可以类

似地控制含时薛定谔方程的演化[18]。这类微分编

程方法不仅高效，还适用于任意的控制手段、限

制条件和目标函数，是研究量子最优控制问题的

一般方法。另外，在实际的控制问题中，计算机

模拟未必能够完全精确地描述物理过程。因此还

需要将基于微分方程的最优控制和上文提到的建

模方法相结合 [7]。一方面根据实际观测的结果对

物理过程建立准确的模型，另一方面利用学习到

的模型做出正确的控制预测。和彻底黑箱化的控

制手段(例如无模型的强化学习方案)相比，微分

编程可以充分利用关于控制过程的物理认识，因

此优化效率要高很多。
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适的计算单元，正是微分编程的艺术。模块化和复

合性是深度学习的名片，也是微分编程的关键。

4 微分编程的科学应用

微分编程并不是一个从天而降的崭新方法。

科学家早在20世纪50、60年代就开始探索对于计

算机程序的自动微分[2，3]。在控制和反向设计等领

域，也早已存在与微分编程密切相关的伴随变量

方法。而物理学家熟知的微扰论和线性响应理

论，可以说就是穿过物理过程的微分计算。如

今，在基于张量运算的自动微分应用——深度学

习——成为一门显学的时代，微分编程获得了长

足的进步和更普遍的关注。它也给物理学中的建

模、优化、控制和反向设计问题提供了一个统一

而灵活的研究方法。下面我们分别举例说明。

4.1 建模问题

建模是指根据观测数据推断实际物理过程，

从而预测新的情形。建模的目标是能够举一反

三，亦即从少量的观测数据出发做出正确的预

测。用机器学习的术语来说，就是训练出具有泛

化能力的模型。图 1(c)所示的图像识别任务就是

一个建模问题。然而，不同于常见的图像识别任

务，我们通常难以为待解决的物理问题准备大量

准确的训练数据。仅仅依赖于少量数据建模，容

易发生过拟合现象。这就需要精心地设计模型，

最好让它本身就契合待研究的物理过程。微分编

程是实现这个目标的一种方式。

蛋白质折叠是一个公认的难题。从氨基酸序列

出发预测蛋白质的结构，中间涉及复杂的物理过

程。完全基于第一性原理的计算恐怕是极其困难

的。因此，人们寄希望于从已知的序列——蛋白质

结构数据中寻找规律，直接预测蛋白质结构。

DeepMind的AlphaFold凭着精妙的模型设计与充沛

的算力，已在这方面取得了了不起的成果[11]。但这

并没有妨碍人们另辟蹊径，探索不一样的技术路

线。文献[9]将氨基酸序列到蛋白质结构的映射建

模成一段分子动力学模拟，并从现有的序列——

结构数据中学习分子模拟所需的能量函数。利用

微分编程技术，可以穿过如图 3(a)所示的整个模

拟过程学习模型参数，以预测未知的蛋白质结构。

对于量子效应更加显著的化学分子，预测其

结构需要快速准确地求解量子多体问题的基态。

Google Research的李力等 [12]

根据密度泛函理论建立模

型，将 Kohn—Sham 密度泛

函计算当作可微分的程序，

穿过整个自洽计算过程来学

习交换关联势。他们仅仅需

要非常少的分子基态数据就

可以成功地训练模型，预测

一维氢分子随着原子间距的

整条势能曲线。

以上两个工作的共同特

点是模型中包含了特定的物

理计算 (分子动力学模拟、

Kohn—Sham方程)，因此不

再需要从零开始学习关于物

理问题的基本规律，而只需

填补成熟的理论框架中空缺

的部分(分子模拟的能量函数、密度泛函理论的交

换关联势)。这样的建模方式有利于从小样本中学

习到具有足够泛化能力的模型。但是由于涉及到

比神经网络复杂得多的计算，这些工作目前还只

停留在小规模概念验证的阶段。时间将会告诉我

们，基于物理机制的微分编程是否还能带我们走

得更远。

4.2 优化问题

优化问题在物理学中无处不在。自然界偏爱

低能的状态。更一般地看，甚至可以说最小作用

量原理支配了整个物理学。在具体的物理学研究

中，可以利用自动微分计算梯度帮助求解优化问

题。这是微分编程非常自然的一类应用。

一个有代表性的例子是全变分的 Hartree—

Fock方法[13]。在传统的Hartree—Fork计算中，人

们通常经验性地选取一些基函数展开分子的哈

密顿量，再通过自洽计算优化这些基函数上的组

合系数来近似体系的基态。而在全变分的计算

中，可以利用自动微分穿过自洽循环，计算

Hartree—Fock能量相对于基函数中经验参数的导

数，从而彻底优化基函数的位置和形状。因为优

化空间变大了，全变分的Hartree—Fock方法可以

得到比传统方法更低的变分能量。

另一个例子是我们与合作者们发展的张量网

络微分编程[14]。张量网络方法经过多年的发展已

经成为经典统计、量子多体物理，乃至机器学习

等领域重要的理论和计算工具。然而，针对张量

网络的优化仍是一个长期存在的难点。传统的优

化方法要么是基于一些近似的方案，要么依赖于

繁琐的人工解析推导梯度。这限制了张量网络方

法在复杂问题中的广泛应用。采用微分编程的方

法穿过整个张量网络重正化计算进行优化，不仅

大大降低了程序实现的门槛，还更加高效和可

靠。例如，作者对于二维无穷大方格子上的反铁

磁海森伯模型得到了最低的变分能量。对于更有

挑战的阻挫磁性问题[15](如笼目格(Kagome)格子上

的反铁磁海森伯模型等)张量网络微分编程也都给

出比之前更低的变分能量。特别的，对于六角格

子上的Kitaev模型，通过对张量网络进行梯度优

化可以直接得到物理上定性正确的非磁性基态。

这些结果给了我们更强的信心：假以时日，对张

量网络的微分编程可以带给我们新的物理！

上面举的两个例子涉及到对于Hartree—Fock

自洽方程或张量网络重正化这类迭代计算的求

导。可以简单直接地将迭代过程展开，然后利用

现成的自动微分工具穿过整个计算过程求导。除

此以外，还可以把达到迭代收敛条件视作基本的

计算单元，利用隐函数定理得出伴随变量的回传

规则 [16]。后面这种做法更加契合微分编程的思

想，可以让程序更加高效和省内存。

4.3 控制问题

控制问题是指通过调整体系的初始条件和外

场等，以实现对于含时物理过程的调控。图 1(b)

所示的愤怒的小鸟游戏就是一个控制问题。通过

对计算机模拟的经典物理过程求导，微分编程已

经在计算机图形学、机器人控制、分子模拟等领

域彰显威力。例如，文献[17]利用可微分的分子

模拟手段调整胶体颗粒的相互作用形式，以控制

其自组装过程中的动力学行为。

量子计算中也有类似的控制问题。例如，如

何调控微波或光脉冲以实现特定的量子门？从微

分编程的视角审视现有的量子控制方法，会发现

它们有的使用了不够高效的前向微分模式，有的

依赖于不够灵活的离散控制方案。利用图 1(b)中

我们见过的穿过微分方程求导的方法 [6]，可以类

似地控制含时薛定谔方程的演化[18]。这类微分编

程方法不仅高效，还适用于任意的控制手段、限

制条件和目标函数，是研究量子最优控制问题的

一般方法。另外，在实际的控制问题中，计算机

模拟未必能够完全精确地描述物理过程。因此还

需要将基于微分方程的最优控制和上文提到的建

模方法相结合 [7]。一方面根据实际观测的结果对

物理过程建立准确的模型，另一方面利用学习到

的模型做出正确的控制预测。和彻底黑箱化的控

制手段(例如无模型的强化学习方案)相比，微分

编程可以充分利用关于控制过程的物理认识，因

此优化效率要高很多。
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4.4 反向设计问题

反向设计是指通过设计合适的物理结构以实

现特定的力场、光场、电磁场等。图 1(a)所示的

逆薛定谔问题就是一个反向设计问题。一个类似

的例子是光子晶体的反向设计。光子晶体通过人

为加工的微结构来调制光的传播。因为计算机模

拟的光学现象可以几乎完美地在样品中实现，这

是一个特别适合于反向设计的领域。斯坦福大学

的Momchil Minkov等人[19]通过对麦克斯韦方程组

求解过程求导，以优化光子晶体的色散关系和品

质因子。他们体会到，自动微分方法将光子晶体

领域里常用的伴随变量方法拓展到了任意的计算

图，可以辅助设计更加灵活多样的光学器件。

另一个值得一提的应用是使用自动微分设计

仿星器[10]。仿星器是可控核聚变的途径之一。如

图 3(b)所示，为了实现它，需要设计合适的线圈

以产生磁场来约束几亿度的等离子体。这样的极

端条件对于设计提出了极高的要求。微分编程的

方法可以统一地考虑产生磁约束的物理过程以及

各种现实的工程限制。深度学习专家David Duve-

naud读到这篇文章之后，兴奋地在Twitter上发文

说：“这增强了我对人类文明的信念。当我听说仿

星器时，我就想‘希望他用上了自动微分，但我

担心他们其实还没有。我希望有人告诉他们怎么

做。’”。诚然，已经充分享受微分编程成果和乐

微分编程工具

本文中列举的应用涉及到对多种复杂运算的求导，例如非线性方程求解、快速傅里叶变换、矩阵分解等等。

因为这些应用的推动，人们开发了越来越多的微分编程基本单元和工具。这些进展进一步丰富了微分编程的生

态。下方表格介绍了一些微分编程工具。此外，www.autodiff.org网站还列举了更多的微分编程工具。

基于这些编程工具，科学家们打造了针对具体领域的微分编程软件。这包括张量网络[20]、分子模拟[21]、量子

线路[22—24]、系外行星[25]等。此外还有面向可微分的科学计算工具：ξ-torch[26]和 ADCME[27]等。SciML[28]和dolfim-

adjoint[29]对基于微分方程的可微分科学计算有丰富的支持。一般来说，如果程序中主要包含的是线性代数与张量

计算，可以直接使用现有的深度学习框架，因为这些框架的本质是支持硬件加速的可微分张量计算库。而如果程序

中主要包含的是微分方程求解、自洽迭代等计算，则需要根据具体情况选用专门的工具以充分发挥微分编程的性能。

编程语言

Python等

Python等

Python

Python

Julia

Julia

Julia

C/Fortran

C++

软件名

TensorFlow

PyTorch

Autograd

Jax

Zygote

ForwardDiff/

ReverseDiff

NiLang

Tapenade

Adept

开发组织

Google

Facebook

Dougal

Maclaurin等

James Bradbury等

FluxML

JuliaDiff

Jin-Guo Liu，

Taine Zhao

Laurent Hascoët，

Valérie Pascual

Robin Hogan

简介

张量运算性能出色。对工业级别应用支持完善。

方便高效，在研究领域流行程度逐渐超越了Tensorflow。

通过实现约两百个可微分的基本单元，几乎支持对于整个Numpy

库的自动微分。

Autograd的后代。包括自动矢量化以及对于专用加速硬件的支持等。

Julia语言中最流行的后向模式微分库之一。

ForwardDiff是性能出色的前向自动微分库。ReverseDiff是后向模式

自动微分库，性能比Zygote更好。

在可逆计算编程语言中实现的源代码自动微分，能够更灵活地

平衡内存消耗与计算时间。

较为古老的微分编程工具之一。它通过源代码转换实现了对于一般程序的前向和

后向自动微分。性能出色，并且在洋流和大气模拟等科学计算中有一些应用。

C++语言中性能最好的通用自动微分库之一。包括前向和后向自动微分。

·· 74



· 50卷 (2021年) 2期

趣的深度学习专家，自然希望它能够被更广泛地

应用于各个领域，特别是那些与人类命运休戚相

关的问题上。

5 结语

科幻作家Arthur Clarke有一句名言：“任何充

分先进的技术看起来都无异于魔法”。技术进步可

以解放人们的思想，去探索更有创意的工作。微

分编程的技术与应用都还在快速的发展中。例

如，微分编程与可逆计算相结合，可以缓解反向

模式自动微分的内存瓶颈[30]。此外，微分编程的

应用范围甚至还逐渐扩展到对于离散参数或是结

构信息等“不可微分”对象的学习上。因此，本

文所介绍的例子还仅仅是微分编程牛刀小试，希

望可以让更多的读者了解和喜欢上微分编程，让

它在现实问题中大显身手。
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