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摘 要 基于张量网络的数值重正化群方法，被广泛地应用到物理学的研究中，已经

成为量子多体计算方法大家庭的重要一员。近年来，基于神经网络的机器学习方法也逐渐渗

透到物理学领域，并被成功应用在量子多体等问题的研究中。文章简要综述了近年来张量网

络和神经网络在凝聚态物理和统计物理学的应用，并讨论了两者的相互交叉和结合。
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Abstract The numerical renormalization group method based on tensor networks is

widely used in physics, and has become an important member in the family of quantum many-

body computational methods. In recent years, machine learning based on neural networks has

entered the physical community, and has been successfully applied to quantum many- body

systems. This review gives a brief survey about the applications of the two networks in condensed

matter physics and statistical physics, and discusses their interplay and combinations.

Keywords tensor network, neural network, numerical renormalization group, interplay

1 引言

张量重正化群是近年来发展起来的一类有效

的量子多体计算方法 [1]，在凝聚态物理和统计物

理学诸多领域，都已经得到成功的应用。基于经

典配分函数和量子波函数的张量网络表示，将物

理可观测量的求解转化为对一个张量网络的求

和，最终的求和主要是借助重正化群的思想进行

处理。以正方晶格为例，如图 1(a)所示，对于任

意一个只具有最近邻相互作用的经典统计模型，

其配分函数都可以严格写成一个张量网络求和的

形式[2]，即

Z = Tr∏
i

T ( )i
abcd ， (1)

其中 T ( )i
代表定义在格点 i上的张量，由温度和哈

密顿量所决定，下标a，b，c，d分别代表局域张

量的 4 个指标，Tr 代表对所有的指标进行求和。

因此，通过对(1) 式右侧求和，就能给出自由能和

所有力学统计量。相应的，如图 1(b)所示，对于

一大类低纠缠量子态 [3]，给定基矢量的叠加系数

也可以表示为一个张量网络求和的形式，即
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Ψ = Tr∏
i

T ( )i
abcd[ ]σi σi ， (2)

其中 T ( )i
仍代表定义在格点 i上的张量，下标被称

为虚拟指标。相对于(1)式，这里的T还有一个表

征物理构型的指标 σi ，对于1/2自旋系统， σi 就

代表↑ 和↓ 两种构型。Tr代表同时对所有的虚拟

指标和物理构型进行求和。张量网络的两个典型

应用场景，就是利用(1)式来求解配分函数，利用

(2)式来近似表示给定量子格点模型的基态和低能

激发态波函数。

本文涉及的神经网络特指人工神经网络，它

是当前深度学习的主要实现方式和组成部分，在

很多情况下已经成为深度学习的代名词 [4]。虽然

神经网络的早期发展受到了神经科学的启发，目

的也多在模拟生物计算，但现代神经网络已经基

本脱离生物学，更多地受到来自数学和工程学的

指引，其成功应用已经突破了生物和计算机学

科，受到数学、物理学、化学、材料科学、医学

等领域的广泛关注。

本文将首先简要综述张量网络和神经网络在

物理学科中的应用，讨论范围主要局限在统计物

理和凝聚态多体物理领域，而后讨论两者的相似

性、正在发生和可能发生的相互结合。

2 张量网络的应用

2.1 张量网络在统计物理学中的应用

(1)式是一个多重求和问题，这里的求和量是

局域自由度，一般情况下无法做到严格求解，但

可以借助重正化群的思想，发展粗粒化或者转移

矩阵的方法进行有效近似。举例而言，在高阶张

量重正化群中[5，6]，自由能F和局域物理量统计值

O(如能量密度、磁化密度等)，可以紧凑地表示为

F = - 1β∑i lnλi2i ，O = Tr( S )Tr( T ) . (3)

这里 i代表粗粒化的步数， λi 代表在第 i步粗粒化

中从局域张量提取的归一化系数，T代表粗粒化

完成之后所形成的局域张量，S代表此时含有统

计量O信息的杂质点张量。原始尺度上的T和 S

都可以根据模型直接写出，统计量的计算相当于

在研究它们随重正化群流的演化过程。

由于可以直接处理热力学极限，张量网络相

当于提供了一种没有尺寸效应的研究手段，因此

很快在经典统计模型中取得成功的应用。它不仅

可以用于二维统计模型，比如伊辛(Ising)模型的

铁磁相变[7]，反铁磁波茨(Potts)模型中的熵致相变

与部分序 [8]，时钟(Clock)模型中的 KT 相变 [9]等，

也可以被推广到三维和四维统计模型的相变研究

中 [5， 10]，成为研究高维格点统计模型的有效手

段。除了离散自由度，借助一些可控的近似，如

贝塞尔展开等，张量网络还可以有效研究连续自

由度模型，如经典XY模型中的KT相变[11]。除了

通过计算局域统计量，张量网络还可以通过其他

方式来分析临界行为，如局域张量在重正化群

流中的不动点分析 [12]，高阶矩与 Binder 比值 [13]，

复数域的 Fisher 零点和杨—李 (Yang—Lee)零点

分析等[14]。

在通常的经典统计模型中，(1)式中的张量T

是具有平移不变性的，即存在一个有限的元胞，

在元胞内部T是依赖于格点的，整个系统是由该

元胞进行周期性平移得到，因此张量网络可以直

接处理热力学极限。但对于没有平移不变性的系

统，则需要牺牲掉平移不变性，处理有限晶格

系统，张量网络在这方面也有成功的应用，如

Edward—Anderson 模型和 Biroli—Mezard 模型等

经典自旋玻璃系统[15]。

张量网络的求和是张量重正化群的核心内容

之一，不仅经典模型需要求和网络，量子格点模

型的物理量和波函数的精确求解，也都需要求和

图1 (a)配分函数的张量网络表示；(b)量子波函数的张量网

络表示。在两图中，黑色点都代表局域张量，黑色线代表要

求和掉的虚拟指标，求和之后，(a)图代表一个标量，即配分

函数，(b)图代表一个矢量，即态矢量
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网络。物理学家基于重正化群的思想发展了很多

种方法进行网络求和，感兴趣的读者可以参考文

献[1，3，16]，在这里不再赘述。

2.2 张量网络在量子格点模型中的应用

(2)式代表的量子态，被称为投影纠缠对态

(projected entangled pair state，PEPS)[17]，它满足纠

缠熵的面积定律[18]，是一类最早被广泛应用的张

量网络态。不同张量网络对量子态的表达能力，

决定于其对纠缠熵的刻画能力。一般来说，矩阵

乘积态和树形张量网络态满足一维面积律，PEPS

和它的投影纠缠单形态推广[19]，以及二维多尺度

纠缠重正化拟设(multi-scale entanglement renorma-

lization ansatz，MERA)[20]，满足二维面积律。还

有一些特殊的张量网络态，可以刻画超越对应维

度下面积律的纠缠熵行为，如一维MERA、二维

带有分支结构的MERA[21]，具有长程关联的关联

乘积态[22]等。

使用张量网络态来研究量子模型，就需要选

取具有合适表达能力的波函数拟设，比如具有局

域相互作用和有限基态简并度的二维量子自旋模

型，对于有能隙系统，人们期望其基态是满足面

积律的，因此就可以选择满足二维面积律的波函

数拟设；对于无能隙系统，其基态会超越面积

律，可根据计算资源选取满足或者超越二维面积

律的拟设。除了少数系统比较清楚以外，关于纠

缠熵的一般性讨论，目前还是一个开放性课题，

具体可以参考文献[18]。

张量网络态最重要的应用场景之一，是近似

一个给定格点模型的基态波函数。一般地，只要

相互作用是实空间局域的，总可以使用张量网

络态来逼近一个有能隙系统的基态。通过虚

时演化和能量优化，它最初被应用在无阻挫自

旋系统 [23， 24]，而后又被推广至强阻挫自旋系

统[19，25，26]。这方面有价值的工作非常多，在此不

能作逐一说明。值得一提的是，有一个不同但相

关的研究方向，即不从具体哈密顿量出发，而是

用张量网络态来构造物理上感兴趣的量子态，如

对称保护态和拓扑相，从而研究这些态和对应哈

密顿系统的新奇性质，这个方向上有很多有趣的

工作[27，28]。如果假设系统的低能激发态也满足面

积律，则还可以在得到基态波函数之后，采用单

模近似的思想，使用基态的局域扰动来构造基态

的正交空间，在该正交空间求解使能量极小的量

子态，从而得到该系统的低能单粒子激发态[29]。

在张量网络框架下，可以非常直观地理解 d

维量子模型和 d+1维经典模型求解的等价性，配

分函数可以表示成为 d 维转移矩阵的幂次求迹。

因此，如果将虚时演化方法在有限温度截止，则

可以通过求和一个单方向有限的张量网络来研究

量子系统的热力学性质[30]。不仅如此，由于具有

相对低的复杂度和相对成熟的计算手段，矩阵乘

积态和树形张量网络态，还被成功用于其他较为

棘手的应用场景中，如多体局域化 [31]、部分子

(parton)表示[32]和开放系统动力学[33]等。

对于自旋系统，(2)式中通常对局域张量并无

约束。对于玻色子系统[34]，正则系综通常会对网络

作一个全局约束或集团约束，比如粒子数守恒或

硬核约束，这些约束通常可以约化为局域张量的

某种对称性，比如U(1)对称性，这等价于要求自

旋系统处于某一个自旋分量的子空间。对于费米

子系统，为了刻画粒子的反对易关系，需要对局

域张量引入合适的与下标相对应的Grassmann数，

使得在交换求和顺序时自动计入 Grassmann 代

数[35]。一种简单而等价的做法是使用具有Z2对称性

的局域张量，并在所有连线相交的地方引入特定

的交叉规则，即两条交叉线同时具有奇宇称时

产生一个负号[36]。进一步，借助对称化张量，张

量网络态还可以有效推广至任意子(anyon)系统[37]。

张量网络的一个重要参数，就是下标的最大

取值，即保留状态数D，它控制着波函数中的变

分参数个数和表示精度。通常来讲，如果优化算

法足够好，D越大则波函数表示越精确。因此，

在实际计算中，一个重要的问题是如何能够在计

算资源有限的情况下，尽可能地增大有效的保留

状态数D。现有的解决思路主要有三种。一种是

将较大D的波函数近似成为较小D的波函数的线

性叠加，这种思路可以扩展至Krylov子空间方法

的张量网络态实现，进而实现低能本征态[38]和动

·· 86



· 50卷 (2021年) 2期

力学关联函数[39，40]的有效求解。由于这些工作需

要计算两个态的内积，因此现有的工作都是处理

有限系统。另一种是嵌套张量网络方法[41]，即通

过改变张量网络的求和顺序，将期望值的求解转

化为求和一个具有嵌套结构的单层张量网络，从

而降低计算复杂度随D的标度，它可以直接处理

热力学极限[42，43]。还有一类解决方法，就是将蒙

特卡罗抽样和张量网络表示相结合，用抽样求和

来近似对物理构型或虚拟自由度的直接求

和[44，45]，它便于对有限系统进行并行计算。这些

方法可以有效提高保留状态数，尤其对于能隙很

小的系统来说，可能是非常重要的。

2.3 张量网络在其他相关领域的应用

张量网络在其他领域也有成功的应用。在格

点规范场理论中，配分函数也可以紧凑地写成张

量网络求和的形式，因此可以很方便地使用张量

重正化群进行数值研究[46，47]。比如在三维的U(1)

规范场模型中，对应的张量网络具有双子格结

构，如图 2所示，在所有的正方形中心定义有一

个四阶张量B(红色)，在所有的键中心定义有一个

四阶张量A(蓝色)，每个张量都与其周围的4个张

量相连接。这个形式与经典统计模型非常类似。

在最近的一些工作中，张量网络的定义空间，也

被物理学家成功地从格点系统推广到连续极限，

用于量子场论的研究[48]，这对非微扰量子场论方

法的发展具有重要意义。如果将定义晶格推广到

任意连接图，则张量网络算法还可以被有效应用

到复杂网络[49]和随机量子线路[50]的研究中。在物

理学之外，张量网络也有一些理论应用，比如在

最近的工作中，通过将传统的金融理论模型转化

为哈密顿系统，张量网络被用到投资组合优化[51]

等问题的研究中。随着各个研究方向之间交流的

增强，相信这种应用会越来越多。

3 神经网络在物理学中的应用

受限玻尔兹曼机 (restricted boltzmann mach-

ine，RBM) [4]，是被物理学家研究和应用最多的神

经网络之一。如图 3所示，它是一种特殊的只有

两层神经元的浅层神经网络，其中一层是输入变

量 ν，一层是需要被求和掉的隐变量h，其输出是

一个如下精巧设计的函数：

P( )ν =∑
{h}
e
-E(ν,h ; a,b,W)

，

E(ν,h ; a,b,W) = -∑
i

aiνi -∑
j

bjhj -∑
ij

νiWijhj .
(4)

其中a，b代表偏置参数，W是权重参数，它们都

需要通过算法学习得到。P(ν)在形式上归一化之

后，可以视为一个概率函数。通过训练，该模型

可以找到一组最优的参数，使得生成的概率函数

P(ν)尽可能地接近真实或者期望的概率分布。由

于与统计物理学理论的深刻相似性，RBM很快被

物理学家所理解，用于诸如表征平衡态的统计模

型[52]，量子多体系统的基态波函数[53]，混量子态

的密度矩阵描述 [54]，和拓扑量子态 [55]等研究中。

图2 三维U(1)规范场模型配分函数的张量网络表示[47]。其

中红色的B张量描述每一个正方形上的配分函数贡献，蓝色

的A张量描述约束。黑色点与虚线代表原始晶格，× 代表求和

图3 受限玻尔兹曼机的示意性表示[56]。隐变量 h通常取离

散的值，被求和掉之后，结果是关于变量 ν的一个函数值，

如 (4) 式所表达
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实际上，人们发现，在大多数条件下，RBM和张

量网络态可以相互转化[56]，而且跟关联乘积态波

函数存在非常强的联系[57]，这跟文献[58]中存在长

程连接的RBM表示可以刻画体积率的纠缠熵，以

及文献[59]中RBM可以探测到贝尔非局域性的结

论，是相吻合的。

深度神经网络通常具有更强的表达能力和泛

化能力，在计算机领域应用更为广泛。前馈神经

网络 [4]，又叫多层感知机，是一个典型的深度学

习模型，它接收一个输入 x，给出一个输出 y，因

此在数学上，该网络实际上表达了从x到y的一个

映射 f。在真实的应用，如分类任务中，x是表示

为向量的一张图片，y是代表类别的一个数字或

者向量，映射 f通常被表达为一些简单函数的复

合，如

f = NnLn…N2L2N1L1 ， (5)

这里 L和 N 分别代表线性和非线性映射。线性映

射 L 可以表示为 L( )x =Wx + b，通常 x和 L(x)的
每一个元素都被称为一个神经元，W 代表了两层

神经元之间的相互连接，被称为权重矩阵， b
是用于调整数据的偏置向量。非线性映射 N 通常

由一些已知的统计函数或者具有近似阈值属性的

函数所组成。W 和 b是需要由机器学习算法来确

定的参数，前者占据了神经网络中的几乎全部参

数，而非线性层具有极少或者不含优化参数。这

种网络结构属于有向无环图，因此称为前馈网

络，如果在中间层和输出层之间加入连接，即输

出对网络具有反馈，则可以扩展为循环神经网络

和递归神经网络，多用于序列建模。

给定一种网络结构，学习算法的目的，在于

寻找一组参数 {Wi, bi}，使得定义在所有输入数据

集上的损失函数最小，或者等价地说，使得由这

些参数组成的复合函数 f 最接近于真实的映射。

一方面，基于其强大的拟合能力，深度神经网

络，如卷积神经网络可以被用来拟合物理数据，
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络等深度神经网络，在量子波函数表示方面更具
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配分函数 [62]和量子基态波函数 [63]的求解等问题，

包括阻挫自旋系统 [64]和有相互作用的费米子系

统[65]，引起了人们的密切关注。

更多在物理学中的应用，读者可以参考综

述[66]。但需要说明的是，事实上，很多其他独

立于神经网络的传统机器学习方法也可以用于探

测相变，如支持向量机、扩散映射 (diffusion

map)、主成分分析等，也被成功地用于物理模型

的相变问题研究[67]，随机森林也被用于预测具有

高转变温度的高温超导材料[68]，这方面的交叉也

是一个值得关注的方向。

4 张量网络和神经网络的结合

神经网络可以被应用到物理学的研究中，而

同时张量网络作为一种紧凑的网络形式，自然也

可以表示从输入到输出的一种映射，在机器学习

领域有所作为。比如，张量网络已经被成功应用

到分类任务[69，70]，生成式模型[71]，新的神经网络

范式与网络压缩[72]，改良深度神经网络的优化[73]

等问题的研究中。

对量子多体计算而言，交叉固然重要，但可

能更重要的是能否从神经网络得到一些启发，从

而改进现有计算方法，甚至发展出更高效的新的

计算方法。一个很好的例子是自学习蒙特卡

罗[74]，它利用局域更新方法生成的构型，拟合出

一个可以进行集团更新的近似哈密顿量，进而用

来加速有效抽样。思想很简单，但却能大幅度削

弱临界慢化的强度。相应的，在这里也有必要考

察一下张量网络和神经网络的异同。虽然两者有

不同之处，比如张量网络更关心表示能够描述的

纠缠熵和关联行为，而神经网络更关注对数据集

的扩展能力，但两者的关联在很多工作中都被注

意到[75，76]。由于求和张量网络的主要方式来源于

重正化群思想，神经网络是深度学习的主要实现

方式，因此两者之间的关联也反应了深度学习和

重正化群两个领域之间存在的某种关联，并已经

有工作试图从不同角度，通过深度学习来构建有

效的重正化群变换[77，78]。在这里我们仅从网络的

结构和优化方面来阐述一下两者的相似性。

简单起见，这里以二分的一维树形张量网络

态为例加以说明。如图 4(a)所示，假设我们已经

将哈密顿量或者某个转移矩阵表示成为一个矩阵

乘积算符的形式。形式上，此时的一步重正化群

变换，在数值上可以视为是在该表示的每两个相

邻指标(代表物理自由度)上作用一个幺正变换，

该变换提取相关自由度，扔掉无关自由度。这里

的相关可以简单理解为使得整个系统能量最低的

那些基矢量，重正化群变换在每一个尺度上都类

似地进行，最终得到原哈密顿量H的有效低维表

示H′。等价来说，如图 4(a)所示的树形结构，恰

好给定了原哈密顿量的最低能级本征态的张量网

络表示。从优化角度来看，这里数值计算的目的

是要找到合适的重正化群变换，使得到的有效H′

和原来H的最低能级尽可能接近。

深度学习是一种表示性学习，即如果将它的

每一层神经元视为对输入数据的不同级别的表

示，则它不但要学习(5)式所表达的映射，还要学

习这些表示本身。深度神经网络的不同层之间的

映射，可以视为是从简单的低级别表示抽象出复

杂的高级别表示，这些特征的提取和抽象，形成

了与重正化群中的尺度相类似的层次结构。如图

4(b)所示，在前馈网络里输入一张图片(也就是一

些像素分布)，经过第一层网络的映射和抽象，在

第一个隐藏层就得到了图片的最低级表示，如边

缘特征；在此基础之上，经过第二层的映射和抽

象，第二个隐藏层就可以得到次低级表示，如角

和轮廓特征。依次类推，经过更深层的网络映

射，就可以得到更高级别的抽象，如某个物理部

分等，最终在输出层得到最高级别的抽象表示，

如输入图像的标签(在本例就是一个人)。对于分

类器而言，优化的目的是要找到合适的网络映

射，使得输出的标签尽可能地接近真实情形。

由此可以看到，张量网络和神经网络的确存

在一些相似之处。从输入与处理对象来看，哈密

顿量、转移矩阵和波函数等，可以对应于神经网

络的图片集和序列集；从计算过程来看，标度变

换对应于特征的抽象与提取，前者的扫描或优

化，在后者被称为训练或学习；从表象来看，有

效的张量网络表示对应于特征映射或者神经层；

从优化目标来看，能量本征值，配分函数(自由

能)，对应于损失函数(如交叉熵)。

更细致的研究表明，两者的优化方式也有很

多相似之处。神经网络中参数的优化策略，占据

主流的是基于反向传播算法的梯度优化方式，对

于给定的批次(batch)输入而言，这是对网络参量

进行全局优化。在最近的工作中[79]，我们证明了

在张量网络框架下，这种优化方式等价于张量网

络的一种高效全局优化方式，即二次重正化

群[24]：神经网络中的梯度对应于张量网络中的环

境概念，而求解梯度的反向传播算法对应于求解

环境的后向迭代步骤。 该等价性在数值上得到了

验证，并促使我们将神经网络的优化技术，如自

动微分，嵌入到张量网络的优化中，用于实现并

改良原有重正化群算法。考虑到这些相似性，以

及导数在波函数优化中的成功应用[45，80]，可以预

期，类似自动微分这种在神经网络中被广泛采用
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示，则它不但要学习(5)式所表达的映射，还要学
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映射，可以视为是从简单的低级别表示抽象出复

杂的高级别表示，这些特征的提取和抽象，形成

了与重正化群中的尺度相类似的层次结构。如图

4(b)所示，在前馈网络里输入一张图片(也就是一

些像素分布)，经过第一层网络的映射和抽象，在

第一个隐藏层就得到了图片的最低级表示，如边

缘特征；在此基础之上，经过第二层的映射和抽

象，第二个隐藏层就可以得到次低级表示，如角

和轮廓特征。依次类推，经过更深层的网络映

射，就可以得到更高级别的抽象，如某个物理部

分等，最终在输出层得到最高级别的抽象表示，

如输入图像的标签(在本例就是一个人)。对于分

类器而言，优化的目的是要找到合适的网络映

射，使得输出的标签尽可能地接近真实情形。

由此可以看到，张量网络和神经网络的确存

在一些相似之处。从输入与处理对象来看，哈密

顿量、转移矩阵和波函数等，可以对应于神经网

络的图片集和序列集；从计算过程来看，标度变

换对应于特征的抽象与提取，前者的扫描或优

化，在后者被称为训练或学习；从表象来看，有

效的张量网络表示对应于特征映射或者神经层；

从优化目标来看，能量本征值，配分函数(自由

能)，对应于损失函数(如交叉熵)。

更细致的研究表明，两者的优化方式也有很

多相似之处。神经网络中参数的优化策略，占据

主流的是基于反向传播算法的梯度优化方式，对

于给定的批次(batch)输入而言，这是对网络参量

进行全局优化。在最近的工作中[79]，我们证明了

在张量网络框架下，这种优化方式等价于张量网

络的一种高效全局优化方式，即二次重正化

群[24]：神经网络中的梯度对应于张量网络中的环

境概念，而求解梯度的反向传播算法对应于求解

环境的后向迭代步骤。 该等价性在数值上得到了

验证，并促使我们将神经网络的优化技术，如自

动微分，嵌入到张量网络的优化中，用于实现并

改良原有重正化群算法。考虑到这些相似性，以

及导数在波函数优化中的成功应用[45，80]，可以预

期，类似自动微分这种在神经网络中被广泛采用

图4 (a)一维二分树形张量网络的结构与重正化群示意流

程。这里红点所在的四阶张量一起构成了哈密顿量(或转移

矩阵)H的矩阵乘积算符表示，绿点所在的三阶张量代表每

一个尺度上所进行的局域重正化群变换，通常是一个幺正变

换；(b)前馈神经网络的一个示意图 [4]。这里作为分类器使

用，即在底层神经层输入一个图片，经过特征提取与抽象，

最终在顶层神经层输出一个类别。每一层神经元都可视为是

输入图片的不同级别的表示
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的优化技术，未来将会在张量网络的计算中占据

重要一席，而张量网络发展出的一些概念和方

法，如正则化表示[3]等，也有可能在神经网络的

优化中发挥重要作用。

5 总结与展望

张量网络和神经网络是两个相对年轻但发展

非常迅速的领域，它们的交叉也是一个非常活跃

的研究领域，限于篇幅和个人视野，即使局限在

统计物理和凝聚态物理领域，本文所提及的研究

课题也只能覆盖其中一部分。但可以预期的有两

点：(1)两个领域的交叉会催生出与其他领域的更

多交叉[81]，产生更多新的思想和方法；(2)这些理

论方法会逐渐渗透到实验领域[82，83]，吸引越来越

多实验物理学家的关注和参与。对于有兴趣的读

者，笔者强烈建议阅读本文的参考文献，它们已

经尽可能被安排在最合适的地方。笔者一个主要

的研究方向是量子多体计算方法，与这个交叉

领域密切相关，希望本文的概述可以吸引更多

新生力量加入进来，不断壮大国内多体计算的

研究队伍。

致 谢 感谢物理所向涛课题组成员，以及赵

汇海、刘玉志、王磊、张潘、李伟、王锐、邹海

源等合作者的讨论。
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