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1 引子

秋裤者，勤劳勇敢的中国人民

御寒保腿温之神器也。从塞外北国

到中原大地，从江南水乡及至岭南

热土(没暖气)，每当神州各地秋风

乍起凉意渐浓的时候，妈妈总会关

切地问一句“你穿秋裤了吗？”不论

在北风呼啸大雪飘飘的北方，还是

在阴冷潮湿室内室外同此凉热的南

方，一条秋裤不仅让温度从腿部一

直蔓延到心里，更唤起了你内心中

一种依恋的情节，告诉你时代再变

再内卷再 996，国际形势再复杂再

诡谲再亡我之心不死，我们漂泊的

人生中总有一些不变的东西，家一

样的东西，每年按时来到，让你安

心，保你平安。这就是规律性和规

律性给人带来的慰藉。

虽然穿不穿秋裤的争论仍在全

球化的大潮中此起彼伏，但秋裤的

存在，的确揭示了我们生活中的一

个普遍现象，呼唤着我们心中的一

种普遍心理。这样反映普遍规律的

事物，愿意思考的人都喜欢琢磨一

下。虽然他们中很多人并不见得会

穿秋裤，比如笔者，但喜欢是真的。

科学研究当然也是揭示规律性

的活动，从事这个行业的，也颇有

一些愿意思考的人。有趣的是，在

笔者熟悉的量子多体系统的研究

中，竟也存在一个和秋裤颇为相像

的事物，揭示出量子多体系统中无

处不在的量子纠缠这样深刻的道

理，让科研从业者中愿意思考的人

安心，忘却身边的种种不顺遂，进

入“此中有真意”的境界而更加起

劲地探索其中的奥妙。他们发现通

过秋裤的视角可以揭示量子多体系

统从朗道—金兹堡对称性自发破

缺，到量子相变，再到拓扑序长程

纠缠和范畴对称性等等奇异的现

象，秋裤之功善莫大焉。

这听起来好像有点离奇，待我

为君细细道来。

2 量子纠缠

量子纠缠是一个深刻的概念，

其全面的外延与内涵，当然不是这

篇小文可以承担的。但是仅就在凝

聚态物理学量子多体问题的研究

中，人们逐渐认识到，量子纠缠的

重要性体现在对其的测量中能够

得到的关于量子多体系统的规律

性——尤其是这样的规律性无法从

常规测量中得到——以至于在许多

新奇量子物质形态的探索中，纠缠

成了一锤定音的判据。

那么纠缠作为一个概念，怎样

在量子多体系统的计算中进行量化

呢？这就是纠缠熵。为了计算纠缠

熵，需要定义约化密度矩阵(redu-

ced density matrix)。如图1所示的一

个量子多体系统，我们将其分为A

和B两个子系统(也可以计为A与其

补集
-A )，那么就子系统A而言的约

化密度矩阵就是将系统波函数中

属于B的自由度积分掉，写成公式

就是

ρA = TrB Ψ Ψ ，

然后随之而来的纠缠熵(此处主要介

绍雷尼(Renyi)熵)就是

Sq( )A = 11 - q ln Tr( )ρqA ，

其中 q 是一个整数。q → 1 的极限

就给出了冯·诺依曼熵，而在量子

蒙特卡洛的晶格计算中，人们常常

计算 q=2 的 Renyi 熵。对于空间维

度 d =1的量子多体系统，纠缠熵在

量子场论的理论框架之下，以及密

度 矩 阵 重 正 化 群 (density- matrix

renormalization group，DMRG)的严

格数值计算之中，目前人们已经

获得了十分深入近乎完善的理解。

比如对于 s =1/2海森伯模型的自旋

链，假设链长为 L，而其中的子系
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图 1 空间维度为 d 的量子多体系

统，可以分为A，B两个子系统，计

算其纠缠熵。A 和 B 的交界，计为

lA ，就是下文中所说的面积律里面的

面积。注意此处的面积是指A和B交

界的面积，即 d-1维度面积，对于 d

维来说， lA 是A和B交界的周长
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统 A 长为 lA ，其 q=2 的 Renyi 熵

就是

S2( )A = c4 ln
æ

è
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ö

ø
÷

Lπsinéëê
ù
û
ú

πlA
L + b ，

其中的常数 c 就是系统的中心荷

(central charge)，是一个普适量(uni-

versal constant)(对于 s=1/2海森伯自

旋链 c=1)，而 b 是一个非普适量。

这方面的文献已然汗牛充栋，比如

文献[1]，笔者也不赘述了。总之纠

缠熵的计算在 1维的量子多体系统

中是如此多见，以至于眼下做

DMRG计算的人，在进行量子多体

计算时，第一个要看的就是纠缠熵

如何，“纠缠熵怎么样？”，“纠缠熵

大不大？”，“纠缠熵和 D 怎么标

定？”这样的话，在 DMRG 从业人

员的日常交流中，已经平常到“你

吃了吗？”，“你家孩子几岁了？”，

“今天天气，哈哈哈……”这样的见

面寒暄用语的程度了。

不过在这篇文章里，出于笔者

个人的行业积习，我们谈谈纠缠熵

在空间维度 d = 2 的量子多体系统

中，如何通过蒙特卡洛计算得到，

以及得到的结果反映了什么普适规

律。当然，最重要的是，纠缠熵与

秋裤到底是什么关系。

3 秋裤的算法

其 实 纠 缠 熵 之 所 以 能 够 在

DMRG这类计算中生根发芽，主要

是因为这些计算可以得到量子多体

系统的波函数(起码是波函数很高程

度的近似)，有了波函数，自然可以

套用上面所说的公式，直接计算系

统的约化密度矩阵和纠缠熵。但是

对于空间维度d = 2和更加高维的晶

格系统，如正方、三角、Kagome

等晶格的 Hubbard 模型和海森伯模

型等等，面对系统中自由度指数增

加的问题(常常也称为“指数墙”问

题)，此时还想要普遍性地写出系统

的波函数，就勉为其难了。取而代

之的，是通过统计物理的方法，在

d+z 维度的相空间中(d 为系统的空

间维度， z 为系统的“时间”维

度，其实 z有一个学名，叫做动力

学临界指数，在我们讨论的问题

里，很多时候 z = 1，也就是大家常

常听到的那句其实是有错误的话

“量子系统就是 d + 1 维的经典系

统”的由来)，进行满足系统统计规

律的蒙特卡洛抽样，才有可能以代

数增长的计算复杂度，克服指数增

长的物理问题自由度，获得对于量

子多体系统的严格结论。

那么问题就来了，既然量子蒙

特卡洛是解决d = 2的量子多体系统

的不二法门，怎么用蒙特卡洛的方

法计算纠缠熵呢？办法自然是有

的，这就是秋裤登场的地方。不过

我们还是以 d =1，z =1 的量子多体

系统为例 (比如上文中的 s =1/2海森

伯自旋链)来说明秋裤的算法吧，如

图 2所示(此处当然也可以画一个空

间维度 d =2的晶格，不过那样卷成

的秋裤就太后现代了，还是一维比

较清楚)，长度为L，温度为T (“时

间”长度 β = 1/T )的量子多体系统

的配分函数，可以用图 2分母中的

一个长为 L的圆筒表示，圆筒的周

长就是系统的时间维度 β，之所以

卷起来是周期性边界条件的意思。

如此系统的配分函数和种种物理可

观测量，其蒙特卡洛计算自然是不

在话下 [2]。问题是纠缠熵需要把系

统两分(bipartation，当然实际计算

中可能不止两分而是多分)为子系统

A 和其补集，就是 L = A + -A。然后

刻画系统内子系统之间的纠缠。

其实通过简单的推导(比如在文

献[1]中)，如是的以约化密度矩阵写

出的纠缠熵：

Sq( )A = 11 - q ln Tr( )ρqA ，

可以转化为用配分函数写成

Sq( )A = 11 - q ln ( )Z ( )q
A /Z (q)

∅ ，

其中 q = 2就是图 2所示的，我们关

心的 2 阶 Renyi 纠缠熵， S2( )A =
-ln( )Z ( )2

A /Z ( )2
∅ ，而 ln 里面分母上的

Z (2)
∅ =Z2 ，就是系统不两分时配分函

数的平方 (此时子系统 A 为空集

∅)。ln里面分子上的 Z ( )2
A ，就是我

们喜欢的秋裤构型的配分函数。其

中裤裆部分的空间维度就是子系统

A，其时间上的周期为 2 β；裤腿部

分的 A 的补集，其时间周期为 β 。

图2 d = 1，z = 1的量子多体系统，2阶Renyi纠缠熵 S2( )A 的秋裤表示。系统本身

的配分函数 Z就是一个长为L的圆筒，筒的周长是 β。现在为了计算纠缠熵，需要

把 Z平方一下，就是 ln里面分母中的 Z (2)
∅ =Z2 ，其中的∅是空集的意思，就是系统

不两分，子系统A为空集。而 ln里面分子上的 Z (2)
A ，就是我们所说的秋裤构型或者秋

裤配分函数。这个配分函数的裤裆就是子系统A，具有时间周期 2 β；裤腿就是A的

补集
-A， L = A + -A，时间周期为 β。2阶Renyi纠缠熵 S2( )A = -ln( )Z ( )2

A /Z ( )2
∅
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因为我们此处讨论的是2阶Renyi纠

缠熵，所以秋裤有两条腿。如果是

3 阶、4 阶的话，那就会有 3 条、4

条腿甚至更加复杂联通的秋裤了，

是给外星生物穿的了。

图 2 中描述的，就是这样的一

个2阶Renyi纠缠熵的秋裤表示。一

旦可以写出配分函数，不管其形状

多么奇怪，后面的蒙特卡洛抽样等

等就有章可循了。重要的是有秋裤

这样一个清晰的意象。当然算法的

发展，也经历了颇为曲折的过程，

而且还在不断优化之中，从最早

的、略显尴尬的在蒙特卡洛中硬要

DMRG上身的Swap算符[3]，到后来

的运用非平衡抽样的手段，优化配

分函数比例的统计质量 [4]等等，更

加简便和鲁棒的计算窍门，正在不

断向前推进。但是正是拜秋裤的意

象所赐，蒙特卡洛从业人员可以从

配分函数入手计算纠缠熵(其实也不

止纠缠熵了，而是以其为代表的广

泛的非局域测量方法，如威尔逊环

(Wilson loop)，无序算符 (disorder

operator)等等，后文会有提及)，这

样的视角在技术上对蒙特卡洛从

业人员来说，比纠结于波函数的方

法更加可亲，也更容易在不同的模

型中程序实现。可以想见在不久的

将来，随着计算方法的普及，量子

蒙特卡洛的从业人员讨论起纠缠熵

的时候，也可以像我们的 DMRG

同行那样稀松平常，“今天天气，

哈哈哈……”了。

4 秋裤的应用

有了通过秋裤配分函数计算

Renyi 纠缠熵的方法，我们就可以

谈谈纠缠熵作为物理可观测量，在

量子多体问题中揭示了什么普遍性

的规律。其实很多读者都听说过纠

缠熵要满足面积律 (area law)，就

是说

S( )A = alA +… ，

其中 lA 就是上文

提到的子系统的

边界，也就是 d -

1维度的面积。可

见纠缠熵和被分

开的子系统之间

交界的面积成正

比，这是对于纠

缠熵的 leading 贡

献，是十分自然

的结果。但是其

实人们真正关心

的，是上面公式

中的省略号，也

就是纠缠熵中 sub-leading的贡献，

正是这里深藏着量子多体系统中的

种种奥秘。

当然这方面的讨论也非常多，

比如可以参见综述文献[5]，笔者在

此仍是从个人的行业积习出发，略

论纠缠熵在d = 2的量子多体系统中

如下几个方面的应用。

4.1 对称性破缺系统中的应用

众所周知，作为量子多体理论

的核心支柱之一，朗道—金兹堡—

威尔逊理论框架，通过对系统序参

量的对称性和对称性自发破缺过程

的刻画，成功地描述了大量凝聚态

物理学中的物质的相与相变。比如

超导体、超流体、量子磁体等等。

在对称性，尤其是连续对称性发生

自发破缺之后，系统除了进入如是

的超导、超流、反铁磁相之外，还

有伴随着序参量出现的无能隙的激

发模式，所谓戈德斯通模 (Gold-

stone mode)，这些模式告诉人们在

连续对称性自发破缺的系统中，应

该有的低能准粒子谱。这样的谱，

就是如中子散射、核磁共振等现代

谱学手段研究量子磁性、常规和非

常规超导体等等系统的理论依据[2]。

那么纠缠熵在这样的系统中，

如何应用呢？秘密还是藏在那个省

略号之中。原来对于连续对称性自

发破缺的系统，其纠缠熵满足这样

一个形式：

S( )A = alA + Ng2 ln( )lA + b ，

此处的省略号…化身成为一个 ln修

正项与一个常数，而 ln修正项前面

的系数 Ng，不是别人，正是 Gold-

stone模式的数目 [6]。这是一个很有

意思的结果，它告诉人们当对称性

发生自发破缺之后，系统内部的量

子纠缠其实是与系统中存在的激发

模式的数目有关系。

图3所示的就是2维正方晶格反

铁磁海森伯模型中2阶Renyi熵的量

子蒙特卡洛计算结果。此处为了不

引入子系统角落(corner)的贡献，我

们将几何结构为 L × L/2的系统在面

包圈上分为两节，如图 3中的右下

插图所示， A与其补集
-A之间的边

界 lA = L ，然后用秋裤的算法，计

图3 d =2维正方晶格反铁磁海森伯模型2阶Renyi纠缠熵的

量子蒙特卡洛计算结果。系统的几何结构如右下插图所示，

子系统 A与其补集
-A之间的边界长度就是 lA = L。拟合计算所

得的结果，得到纠缠熵中 ln修正项的系数收敛到 Ng = 2的平

台，这正是反铁磁的Néel态中应该具有的Goldstone mode数目

·· 201



量子多体中的呐喊与彷徨

· 50卷 (2021年) 3期

算了不同长度 L = 16, 32, 48, 64⋯之

下的系统的纠缠熵。再对得到的数

据进行按照上面公式的拟合，可以

看到，当 L大于16之后，数据已经

可以很好地用如上公式拟合了，并

且得到了 ln修正前面的系数，稳步

地收敛到 Ng = 2的平台，而对于具

有 SU(2)自旋旋转对称性的反铁磁

海森伯模型，其奈尔(Néel)态中的

自旋波(Goldstone mode)的数目，就

是2。秋裤纠缠，诚不我欺也！

4.2 量子临界现象中的应用

下面再说说秋裤在空间维度

d = 2 的量子临界现象研究中的应

用。我们讨论 d = 2，动力学临界指

数 z =1的量子临界点。比如上文所

说的反铁磁Néel态到顺磁态的相变

(对于 2维正方晶格，这样的相变应

该发生在零温)，比如 2维横场伊辛

(Ising)模型在零温时从 Ising态到被

横场极化态的相变等等。

在这些量子相变点上，如果子

系统 A 与其补集的交界具有如图 4

所示的4个90°的棱角，那么此时的

纠缠熵满足如下公式：

S( )A = a1lA + s ln( )lA + a0 ，

也是面积律 leading 项， ln 修正项

再加一个常数。此处有趣的是，

面积律的系数 a1 ，当横场 h向相变

点 hc调节时，满足 ( )a1( )h - a1( )hc ∼
( )h - hc ν

的幂指数行为，而此处的 ν

就是量子相变点的关联长度指数(比

如 d = 2，z = 1 的横场 Ising 模型，

ν = 0.63 )。而在相变点上得到的 ln

修正的系数 s = 4scorner ，就是 4 倍的

角落贡献。每个角落的贡献，又可

以从系统对应的高斯不动点上做严

格的解析计算，计算所得的每个角

落的贡献是 scorner ≈ 0.06，所以此式

中的 s = 4scorner ≈0.24。
这样的结果都被量子蒙特卡洛

模拟所证实。在文献[7]中，我们计

算了如是的横场 Ising 的无序算符

XA 。此处请允许笔者简介何谓无序

算符，以及这个算符和纠缠熵的

关系。

无序算符是一种新的非局域关

联函数，它是设计来探测一种更加

广义的对称性——高型对称(higher-

form symmetry)或者范畴对称性(cat-

egorical symmetry)——及其破缺和

临界点上的标度行为的。而高型对

称或者范畴对称性之所以被提出，

背后的动机是想在一个统一的框架

之下，把满足朗道—金兹堡框架的

物质形态和满足长程量子纠缠的拓

扑 序 物 质 形 态 完 整 地 进 行 描

述 [8—11]，尝试建立起一个新的理论

体系。这方面的研究刚刚开始，所

牵涉的知识也远远地超出了本文的

范围。但是可以讲的是无序算符探

测的就是 1- form symmetry 及其破

缺，而传统的朗道—金兹堡框架下

的序参量探测的就是0-form symme-

try及其破缺。通过对无序算符进行

量子蒙特卡洛计算和量子场论的解

析分析，已经在d = 2，z = 1的 Ising

量子临界点 [7， 12]， XY 量子临界

点[13，14]上取得确定性的结果。

无序算符其实与纠缠熵都是

非局域的关联函数，在此处讨论

的 2+1 Ising量子临界点上，它其实

就是图 4 中的子系统 A 所有的自旋

算符 sx 的连乘(模型中的 Ising 相互

作用项是 sz sz )，即 XA =∏
i ∈ A
sxi ，更有

意思的是，可以证明在如是相变

的高斯不动点上，2 阶 Renyi 纠缠

熵就是 S2( )A = -ln( )XA ，所以通过

图5 (a)2 阶 Renyi 纠缠熵(其实是无序算符)面积律系数随着 h 向相变点 hc 靠近，

呈现幂指数的行为，在双对数坐标下为直线，其斜率即为幂律，图中红线为用

2+1 Ising相变关联长度指数 ν = 0.63所画的示意线，与数据高度吻合；(b)2阶Renyi

纠缠熵(其实是无序算符)在量子相变点上的数据拟合，按照文中的公式，可以得到 ln

修正项前面的系数，与高斯不动点解析计算预期吻合[7]

图4 此处子系统A为正方晶格中的

一个蓝色方块，这样A与其补集之间

就具有了四个呈直角的角落。当如此

的正方晶格的横场 Ising 模型发生量

子相变时，纠缠熵中面积律 leading

项的系数具有普适的形式，体现了量

子相变的关联长度指数。sub-leading

项的贡献也具有普适的 ln形式，ln前

面的系数可以通过解析与数值配合计

算得到，见文献[7]
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无序算符的蒙特卡洛测量(此处为等

时测量，比纠缠熵的秋裤配分函数

更加容易计算)就可以直接得到 2阶

Renyi纠缠熵。

图 5 是通过无序算符计算得到

的纠缠熵结果。其中图 5(a)是面积

律系数 ( )a1( )h - a1( )hc ∼( )h - hc ν
的行

为，可以看到在双对数坐标下，当

横场逐渐靠近 hc = 3.044时， a1( )h -
a1( )hc 确实满足幂指数函数形式，而

且其幂次就是图中的红线 ν = 0.63。
图 5(b)是在相变点 hc = 3.044上拟合

无序算符的面积律+ln+常数的函数

形式，通过拟合不同的系统尺寸，

我们得到了如下结果：

S2( )A = -ln( )XA = 0.0394( )4 lA
-0.026( )5 ln( )lA - 0.0158( )8 ，

其中的 ln修正前面的系数，在误差

之内 0.026(5)与高斯不动点上的计

算 s = 4scorner ≈0.24 在误差范围内吻

合。这些在 d = 2，z = 1 的 Ising 量

子相变点上的结果，又是一个秋裤

纠缠熵于微末处揭示量子相变本质

内容的成功案例。

5 且待秋裤的来日

行文至此，我们讨论了纠缠熵

面积律的物理意义，讨论了纠缠熵

ln修正项所包含的物理意义，其实

纠缠熵最后那个常数包含的也许是

更加深刻的物理意义，尤其在传统

的量子多体局域测量无能为力的地

方。比如在超越朗道—金兹堡—威

尔逊框架的，具有真正长程量子纠

缠的拓扑序系统中，纠缠熵中最后

的常数，其实告诉人们如是拓扑序

的任意子统计的具体性质，这方面

的量子蒙特卡洛计算与其他多体计

算，比如对于晶格模型量子自旋液

体种类的判断，正是领域发展的前

沿。可见一条秋裤，寄托了人们多

少深刻的情愫啊。这方面的内容，

篇幅所限，我们且待来日吧。

要之，量子多体的潮流，浩浩

荡荡。秋裤的计算初看并不起眼，

但是却能够从微末中发掘出量子多

体系统独有的纠缠特性，从对称性

破缺到量子相变再到拓扑序等等，

超越了长期以来人们所习以为常的

测量方式，打开了许多新的方向：

如其在拓扑序系统中的应用，还有

与无序算符这样尝试统一朗道—金

兹堡和拓扑序的范畴对称性非局域

测量方法的互动等等。这些规律性

的内容都值得愿意思考的人们反复

琢磨、体会和发掘，全身心地投身

于其中，新的发现是可以预期的。

最后开个玩笑，套一句一百年前的

宣传语收束此篇，那就是我们有理

由相信：“试看将来的量子多体纠

缠，必是秋裤的世界。”
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