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杨振宁先生的物理成就
葛墨林†

(南开大学陈省身数学研究所 天津 300071 )

杨振宁先生一系列物理文章几乎就是20世纪

下半期理论物理的发展史，考虑到对物理发展的

影响，可以用“伟大”二字形容。

已有许多书刊文章(包括本刊于2014年第1期

刊发的施郁的文章《物理学之美：杨振宁的13项

重要科学贡献》)对杨先生科学成就进行介绍。如

果试图从后学者角度扼要概括杨先生的学术思

想，大胆评述如下：

基本物理思想：

· 对称性支配自然，真实的物理对称破缺。

· 由物理推动做研究。以实验为依据提出新

方向，解决难题。

· 物理是猜测和实验的学问。

· 物理与数学密切结合。

风格：

· 宁拙勿巧，宁朴勿华。

· 3P：Perception(洞察力)，Persistence(坚持

力)，Power(强有力)。

·“文章千古事，得失寸心知”。

戴森(F. Dyson)在《鸟和青蛙》中写道：杨振宁

高高地飞翔在诸多小问题构成的热带雨林之上，

我们中绝大多数人在这些小问题里耗尽了一生的

时光。

本文目的一是尽可能用物理研究生的语言解

释杨先生的工作，二是简要介绍多年来国际物理

界对杨先生工作的发展。接下来本文将分以下四

部分对杨先生的重要科学成就进行介绍。主要文

献参看《杨振宁论文选集，1945—1980》，不再另

列文献目录。

(1)对称及破缺：杨先生是粒子物理理论奠基

人之一，包括宇称不守恒(与李政道先生合作)，

获诺贝尔物理学奖。以弱作用P-不守恒为代表的

基本粒子一系列分立对称性及破缺。

(2)Yang—Mills(YM)场：革命性成果。

(3)Yang—Baxter 方程(YBE)：开拓非线性可

积性的数学物理新领域。

(4)统计物理核心问题及预言(包括凝聚态理论

创新)。

1 以弱作用P-不守恒为代表的基本粒

子分立对称性及破缺

1.1 角分布理论

在文章“On the Angular Distribution in Nuclear

Reactions and Coincidence Measurements”(Phys.

Rev.，1948，74：764)中，设非极化的两粒子碰撞：

在质心系中， (A，P)有角动量 L，则角分布为

cos θ的多项式，其最高幂次不高于2L。特别，在

β衰变中

A→ B + e + ν͂ .

电子和中微子的角关联是 cos θ的多项式，最高幂

次为 K+1，对允许跃迁K=0，而对第一禁戒跃迁

K=1。

1.2 弱作用中宇称不守恒及中微子二分量理论

在文章“Parity Nonconservation and Two-Com-

ponent Theory of the Neutrino”(with T. D. Lee，

Phys. Rev.，1957，105：1671)中，由狄拉克理论，

β衰变哈密顿量应包括P，A，V，…，假定只有

A，V，即中微子只有两分量，则狄拉克方程为

( ℏ = c = 1)
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对 N → p + e+ ν͂ (实验为 Co60→ Ni60+e+ ν͂反应)，

反应几率~1+βσ∙pe ，即 1 + β cos θ ，当宇称变换

p→ - p，θ→π- θ，则 cos θ→-cos θ .

实验(吴健雄先生等)证实 β ≠0，即宇称不守

恒。在此后，杨先生和李先生有一系列文章讨论

其他分立变换不守恒问题。值得注意的是，当时

由于K介子衰变的 θ - τ问题，引起怀疑P不守恒

的可能性。但困难在于如何提出实验检验。杨先

生有关角分布的长期功底促成了他提出用角分布

检验弱作用中P是否守恒的问题。

为了以后说明问题方便，扼要介绍P(宇称)，

T(时间反演)，C(电荷共轭)变换：

设狄拉克波函数取
é
ë
ê

ù
û
ú

ur( p )
vr( p ) ，r = ±表示自旋，则

P： ūr′( p ′ ) Our( p )→P ū-r′( -p ′ ) OPu-r( p )
T(Wigner)：ūr′( p ′ ) Our( p )→T ūr(-p ) OTur′( -p ′ )
C： ūr′( p ′ ) Our( p )→C v̄r( p ) OCvr′( p ′ )
CP: ūr′( p ′ ) Our( p )→CP v̄-r′( -p ) OPCv-r( -p ′ )
熟知当自由粒子作用量洛伦兹不变时，CPT

定理成立。有了以上关系，容易理解杨先生和李

先生一系列文章中有关分立变换在基本粒子理论

中的应用，包括与李政道先生合作的工作。

· 引入推广的电荷共轭 G = C exp (iπI2)，

I2：同位旋四维表示。

· β衰变，超子、介子衰变中P不守恒的实

验检验。

· T反演和C(电荷共轭)不守恒的猜测。

我们着重介绍的是 K 0 与 K̄ 0衰变中CP不变性

破坏的唯象分析(与吴大峻先生合作)，它成为以

后这方面一系列实验的指导性文献。

K-介子有奇异量子数 æ
è
ç

ö
ø
÷

K+

K 0 : s = +1, æèç ö
ø
÷

K-

K̄ 0 : s = -1 .

CP变换的本征态：

KL = 1
2 ( )K 0 - K̄ 0 , CKL = -KL( )奇 ,

KS = 1
2 ( )K 0 + K̄ 0 , CKS = +KS( )偶 .

KL 的寿命大约是 KS 寿命的500倍，

KL→πππ .

当处于S态时，CP= - 1，故CP守恒。但实验发现

存在衰变

KL→ππ→ KL→2π
KL→3π ≈10-3 →CP不守恒 .

在合作文章中吴—杨引入了唯象参数 ϵ，指导了

以后的实验工作。

2 引入杨—米尔斯场，改变了物理研究

的面貌

回忆电磁场：

)f μν(x) = ∂ μ Aν(x) - ∂ν A μ(x ( μ, ν = 0, 1, 2, 3) ，

由电动力学：

f0i = 1c Ei ; fij = -εijkBk ( )i, j, k = 1, 2, 3 ，

以后取c=1，麦克斯韦方程(在无外源时)

∂ν f μν(x) = 0 .

以及恒为0的Bianchi恒等式：

∂λ f μν(x) + ∂ν fλμ(x) + ∂ μ fνλ(x) = 0 .

它等价于：

∂*ν f μν(x) = 0, * f μν(x) = ϵμνρτ fρτ(x) ，
其中 ϵμνρτ 为四维全反对称张量。

由于Bianchi恒等式，如果 * f μν(x) = f μν(x) ，i.e.

Ei =Bi ，则称为自对偶 (self

dual，SD)。显然如果电磁场

自对偶，由于 Bianchi 恒等

式 ， 则 自 然 满 足 场 方 程

∂ν f μν(x) = 0。
电磁场是规范场，做规范

变换时场不变。即电磁势Aμ(x)
做如下变换时，f μν(x)不变。

)Aμ(x → A′μ(x) = Aμ(x) + ∂ μα(x) .

但势 A(x)有单独物理效应(量

子力学需要势)，它已为Aha-

ronov—Bohm 效应实验证实。

杨先生特别重视 Tonomura的
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实验。

上页右下角图片选自杨振宁先生报告：Topol-

ogy and Guage Theory in Physics。

物理学中的相互作用是通过规范场传递的。

电磁作用通过光子传递，但光子本身并不带有电

荷 e，熟知电磁作用时，Pμ→Pμ + ec Aμ(x)即 ∂ μ→
∂ μ + i eℏc Aμ(x)。电磁作用与电流耦合即为

eAμ(x)J μ(x) = eAμ(x)ψ̄(x)γμψ(x) ( )γμ =狄拉克矩阵 .

在物理确认质子(p)和中子(n)组成原子核后，

它们不同的电荷态用同位旋描述，即 N = æ
è
ç
ö
ø
÷
p
n

，

同位旋 (isospin)， I= ( )I1, I2, I3 为 2 × 2 矩阵，即

I= 12 τ， τi 为泡利矩阵。

τ1 = æè ö
ø

0 11 0 , τ2 = æè ö
ø

0 -ii 0 , τ3 = æè ö
ø

1 00 -1 ，

[ ]Ii , Ij = iεijk Ik .

描述具有同位旋两分量粒子间相互作用，杨先生

引入了新的规范场，即Yang—Mills(YM)场“Con-

servation of Isotopic Spin and Isotopic Gauge Invari-

ance” (with R. L. Mills，Phys. Rev.， 1954， 96：

191)，并建立包括拉格朗日量不变性和量子化方

案。电磁场规范场是阿贝尔的，而YM属于非阿

贝尔的SU(2)。其后被许多学者推广到大量非阿贝

尔群(尤其是SU(3)，改变了物理的面貌)。

引入的YM规范势以李代数的矩阵表示为基：

b μ( )x = baμ Ia, [ ]Ia, Ib = ccabIc ，
Fμν( )x =Fa

μν( )x Ia = ∂ μbν( )x - ∂νb μ( )x + [ ]b μ( )x ,bν( )x .
规范变换为

b μ→ b′μ( )x = S-1b μ( )x S + iS-1∂ μS，
S = Sa(x)Ia .

对SU(2)，

ccab = iϵabc ( )a, b, c = 1, 2, 3 .
三维全反对称张量 ϵabc 就是同位旋矢量的叉乘。

相应Bianchi恒等式为

DτFμν(x) +DνFτμ(x) +DμFντ(x) = 0 .

Dμ = ∂ μ + [ ]b μ , ··· 为包含YM场的平移算子。

现在物理界已普遍接受群论方法。但在六十

七年前杨先生将非阿贝尔规范场引入物理，它

传递“非阿贝尔相互作用”是大胆而有开创性

的事，它引发了物理学革命性进展，同时也引发

数学(方程、几何、拓扑等)的革命性进展。YM

传递互作用时，应是短程作用，这要求其规范

场粒子有质量，同时这种粒子有三个分量，其

正、负分量应带有作用荷。这在当时从电磁场

角度是难以理解的，但以后都被物理学家们解

决。例如泡利就曾对质量问题进行了质问，后

来被Higgs机制所解决。

正如杨先生在“Conservation of Isotopic Spin

and Isotopic Gauge Invariance”中强调的，在电磁

场中存在不变性，如电荷守恒，由电磁规范势传

递互作用。YM场就是将这一规范不变性推广到

同位旋规范不变性(并导致YM场方程)，它是非线

性的，自身就提供了源，因而引起同其他场的新

型互作用。

YM理论以后向两个方向发展：数学的和物

理的。

经典YM方程 DνFμν( )x = 0 求解，引发物理与

数学中陈省身示性类，非线性系统拓扑性质的交

叉，许多著名数学家、物理学家卷入其中。

量子化后，Gell-man引入 SU(3)导致QCD(量

子色动力学)发展，而 SU(2)×U(1) +Higgs场导致了

标准模型等等一系列粒子物理中的巨大成就引发

了7位诺贝尔物理学奖。

2.1 自对偶YM(SDYM)场方程的解

注意到Bianchi等式可写为另一种形式。定义

Fμν =Fa
μν Ia 的对偶(Dual)形式：

*Fμν(x) = 12ϵμνρτFρτ(x) .

则Bianchi等式可写为 Dν
*Fμν = 0。如果取自对偶

Fμν = *Fμν ，则自然满足： DνFμν = 0，称为自对偶

解(SDYM解)，此时YM场能量可表示为

Ε = 12 ∫d3x( )Ba
j B

a
j +Ea

j E
a
j .

如考虑到引入自作用常数g，对 SU(2)，其中

Ea
j = ∂ jba0 + gϵabcbbj bc0 ，
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Ba
j = 12ϵjlmF a

lm .

即“带同位旋”的电场和磁场。易证SDYM相应

的能量最低，系统稳定，并且 ba0 实际起了类似

Higgs场的作用。

SDYM一种典型的静态解是磁单极解(mono-

pole)。例如：若选取Ansatz， baμ 取下面形式，其

中设同位旋空间与三维球坐标同步

baj = 1g ϵajb x
b

r a(r)，
ba0 = 1g x

a

r h(r) (a, b, i, j = 1, 2, 3) .

则SD条件得到孤子解：

ba0 = 1g x
a

r2
(1 - cr coth(cr)) ，

baj = 1g ϵajb x
b

r2
æ
è
ç

ö
ø
÷1 - crsh (cr) . (c为常数)

它在 r =0时有限，而系统能量 E =Em = 4π/g2 ，此

时对应的拓扑类为第一陈类(Chern Class)：

C1 = ∯
s2( )r→∞

Fijdσij = 4πn .
这是典型的无源SDYM场的磁单极解，对于n=1，

渐近条件为

|Aa0
r→∞ = - cg x

a

r , |Aaj
r→∞ = 1g ϵajb x

b

r .

2.2 YM的瞬子群

YM场的作用量：

S = -12g2 ∫d4xTr( )Fμν(x)Fμν(x) .

由于

Tr( )IaIb = - 12 δab , FμνFμν = *Fμν
*Fμν ，

注意

-Tr( )Fμν - *Fμν ( )Fμν - *Fμν =
-2Tr( )FμνFμν + 2Tr( )Fμν

*Fμν .
可知作用量：

S≥Smin = 12g2 ∫d4x[ ]-Tr( )Fμν
*Fμν .

易知SDYM对应极小：

Smin = 8π2ng2 , n = 1, 2, ⋯

它对应第二陈类

C2 = 116π2 ∫Tr ( )Fμν
*Fμν d3x = n .

事实上将 Fμν(x)用 b μ(x)表示的形式代入，得：

Tr( )Fμν
*Fμν = ϵμνρσTr[ ]∂ μ( )bνFρσ + 2b μbν∂ρbσ = ∂ μJ μ .

如果要求三维球中 r→∞时， Fμν→0，相应的

b μ(x) =U-1(x) ∂ μU(x) .

则

J μ = - 23ϵμνρσTr [ ]( )U-1∂νU ( )U-1∂ρU ( )U-1∂σU .

相应的同伦群为

∏3( )SU( )2 ≃∏3( )S3 =ℤ .

在 讨 论 瞬 子 解 (Instanton) 时 ， 为 方 便 取

μ = 1, 2, 3, 4, (x4 = ict)，寻求 x2 = x21 + x22 + x23 + x24 在

无穷远处渐近形式

b μ(x)(x2 →∞)=U-1(x)∂ μU(x)
的Ansatz形式的解：

baμ = 2g ηaμν xν f (x2)/x2 .

边界条件为 f ( )|| x →0 =1，f ( )|| x →∞ = cx2 ，c 为

常数， ηaμν 为 't Hooft记号：

ϵμνρτηaρτ =ηaνμ -ηaμν + 4ηaμν = 2ηaμν ,

ϵμντρηaσρ = δ μσηaντ - δνσηaμτ + δτσημνa .

可得瞬子解(明显形式见下节)。

2.3 R-规范杨振宁方程

由于 x2 = x21 + x22 + x23 + x24，引入复坐标 ( y, ȳ, z, z̄ )
2 y = x1 + ix2, 2 ȳ = x1 - ix2 .

2 z = x3 - ix4, 2 z̄ = x3 + ix4 .

相应的

2 by = b1 - ib2, 2 bȳ = b1 + ib2 ,

2 bz = b3 + ib4, 2 bz̄ = b3 - ib4 .

则SD条件导致

Fyz =Fȳ z̄ = 0 ，

Fyȳ +Fzz̄ = 0 .

于是可令 by =D-1Dy, bz =D-1Dz, bȳ = D̄-1D̄ȳ, bz̄ = D̄-1D̄z .
其中

D = 1
Φ
é
ë
ê

ù
û
ú

1 0
ρ Φ , D̄ = 1

Φ
é
ë
ê

ù
û
ú

Φ -ρ̄
0 1 . (SL(2，C)元素)
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从而SD条件导致 (下标表示微商)：

Φ( )Φyȳ +Φzz̄ -ΦyΦȳ -ΦzΦz̄ + ρy ρ̄ȳ + ρz ρ̄ z̄ = 0 ，

Φ( )ρ̄yȳ + ρ̄zz̄ - 2Φy ρ̄ȳ - 2Φz ρ̄ z̄ = 0 ，

Φ( )ρyȳ + ρzz̄ - 2ρyΦȳ - 2ρzΦz̄ = 0 .

三者结合即为 R-规范杨振宁方程。引入记号

□=∂ μ∂ μ = 2(∂y∂ȳ + ∂z∂z̄)，上述三个方程可表为

12□( )lnΦ + ( )ρy ρ̄ȳ + ρz ρ̄ z̄
Φ2 = 0 ，

( )ρy /Φ2
ȳ
+ ( )ρz /Φ2

z̄
= 0 ，

( )ρ̄ȳ /Φ2
y
+ ( )ρ̄ z̄ /Φ2

z
= 0 .

后两者，类似柯西—黎曼条件向四维的推广。

上述方程有一明显的解：

ρ0y =Φ0
z̄ , ρ̄0ȳ =Φ0

z ，

ρ0z = -Φ0
ȳ , ρ̄0z̄ = -Φ0

y ，

它们的可积条件为

ρyz =Φzz̄ , ρ̄ȳ z̄ =Φzz ，

ρzy = -Φyȳ , ρ̄ z̄ ȳ = -Φyȳ ，

ρyz ≡ρzy , ρ̄ȳ z̄ ≡ρ̄ z̄ ȳ .

于是得到：

Φyȳ +Φzz̄ = 0,或□Φ = 0 .

在四维欧氏空间中，其解为

Φ(x) = 1 +∑n
j = 1  λ2j

( )x - xj 2 .

λ1,λ2⋯λn 为参数，它给出了't Hooft的瞬子解：

baμ = -η̄aμν∂νΦ∙Φ-1 = -η̄aμν∂ lnΦ∂xν .

事实上SDYM的R-规范场方程包括了已发现

的 SDYM 的各种孤子解，另外，以后有人证明

SDYM方程是个母(mother)方程，由它可推出许多

已知孤子方程(Ablowitz等)。

2.4 吴—杨磁单极势

狄拉克磁单极是引入矢量势 A( r)，它产生的

磁场 B(r) = ∇ × A(r)∼g r
r3
，最简单的考虑是把磁偶

子当中一个极移动到无穷远，这样有限范围面内

中心处呈现了一个磁单极子，但问题是这就引起

一根弦，它是有奇异性的，为避免这种奇异性，

吴大峻先生和杨振宁先生在“Dirac monopole

without strings: monopole Harmonics”中引入

L= r×(p- zeA)- q rr ，

[ ]L i, L j = iϵijkL k .

将球分为两个区域：

Ra: 0 ≤θ < π2 + δ ，

Rb: π2 - δ < θ≤π .

即把两个半球扣起来，形成坐标邻域。取

Ar = Aθ = 0 ， Aϕ = qr 1 - cos θsin θ (取球的上部 Ra，如

图)，Aϕ = -qr 1 + cos θsin θ (取球的下部Rb，如图)。故有

L 2 = -1cos θ ∂∂θ sin θ ∂∂θ + 1sin2 θ (m + 2 cos θ)2 + q2 .

本征态：

ψll(θ,ϕ) =Ⓗ ll(θ)ei(l ± q)ϕ ，(+: Ra, -: Rb)，
Ⓗ ll = const (sin θ)l + s0 - 12æè ö

ø
1 - cos θ1 + cos θ

ql

2æ
è

ö
ø

l + s0 - 12 .

s0依赖于q的取值。故波函数为

Yq, ll(θ,ϕ) = const (sin θ)læè ö
ø

1 - cos θ1 + cos θ
q/2ei(q + l)ϕ (在 Ra ) ，

l = ||q , ||q + 1, ···
例如q=1/2时， Y 12 , 12 12

= const(1 - cos θ)12 eiϕ .

设想一个氢原子中心具有 ze电荷，如空间几

何结构等效为吴—杨磁单极时，则其基态能量为

ε = - ze22a
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1 + 4 ||q + 1
2

-2

.

2.5 经典YM方程求解

经典YM方程求解问题一时成为数学物理的

热点研究领域， 't Hooft得到Higgs势与YM作用

的磁单极，'t Hooft—Polyakov得到磁单极，瞬子

解。吴大峻与杨振宁给出规范场积分形式与纤维

丛的联系，尤其与拓扑(陈省身示性类)的联系，

推动了物理与拓扑的结合。

Atiyah(英国皇家学会前会长)与 Ward 利用
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twister理论分析了SDYM构造的几何特征，给出

了多个磁单极和瞬子解的几何框架。包括Corrigan

等人，Belavin，Zhvonov，Prasad，Witten等等都做

出了创造性工作。

乔玲丽在杨先生R-gauge基础上建立了 J-形式

SDYM的可积框架，并与吴詠时、葛墨林合作证

明了可积性，从而把YM与推广的Lax-pair可积

系统联系起来，并引入黎曼—希尔伯特变换讨论

了SDYM的 loop代数。

在 YM 方面，徐湛和张礼先生等做出优秀

工作，被称为Chinese Magic(中国魔术)，为人所

熟知。

至今，仍留下不少未解决的难题，尚待解决。

2.6 基于YM的量子场论

基于YM发展起来的量子场论更取得了耀眼

的成就。包括 Weinberg(Glashow，Salam)创造的

标准模型到今天仍是高能物理最关注的课题方

向。它主要是考虑 SU(2)×U(1) 理论，并引入

Higgs场提供质量。其中 SU(2)的第三分量与 U(1)
混合角为Weinberg角时，出现无电荷粒子即光子

与有质量的 Z0 ，而荷电分量为W± 粒子。W±，Z0
被实验所发现(包括丁肇中先生贡献)。

在Gell-man提出八重法(SU(3))后，YM推广

到更复杂的半单李代数，典型的形成色动力学

(QCD)，几乎统治了强子物理。

费曼的路径积分(path integral quantization)的

生成泛函：

W ( )J = ∫[ ]dA exp{ }i∫d4x( )L+ J μ A μ ，

其中A为规范势， [dA] =∏
Q, μ, x

AQμ(x) (Q是李代数指标)。

Faddeev—Popov 等把积分内指数项表示为规

范固定项 F( )AQμ 与规范补偿项(与鬼场 Ca(x) )有关：

W ( )J = ∫[ ]dA dc̄dcδ( )F( )Aaμ( )x ·
exp i{ }∫d4xL+∫d4xd4yc̄a( )x Mxa,ybcb(y) .

可选择任意规范，例如朗道规范 F( )Aaμ = ∂ μ Aaμ(x)，
幺正规范(无鬼场)，'t Hooft规范等等。

't Hooft 与 Veltman(Nucl. Phys. B，1972，44：

189)利用维数正常化在Faddeev和Popov理论基础

上证明了非阿贝尔规范场的重整化。

Wilczek 与 Gross 的渐近自由。电磁场是 U(1)
即阿贝尔规范场，传递电磁互作用的光子不带电

荷。U(1)规范场在极小区域内作用极强，但非阿

贝尔规范场则不然，它在极小区域内作用反而很

弱，粒子几乎是自由的，称为“渐近自由”。其本

质原因在于阿贝尔规范场与非阿贝尔(YM类型)规

范场的幺正性有根本的不同(Friedan，Khleplov-

ich)。这结果说明仿原子模型研究基本粒子的理

论是行不通的。物理图象是，传递夸克间互作用

的是胶子(gluon)，它带有色荷，就如同光子带电

荷似的，那时毕奥—萨伐尔力大于库仑力，出现

排斥力与吸引力的竞争，改变了互作用性质。

总结起来，YM场开创的非阿贝尔规范场及

其量子化引起了 7位物理学家获得诺贝尔物理学

奖 ： Weinberg，Glashow，Salam，Gross，Wilc-

zek，'t Hooft，Weltman。

杨先生当时从核子的质子中子构成出发，以

他很早熟悉的 SU(2) 李代数描述双重态的互作

用，引入了非阿贝尔规范场。恐怕他当时也没有

想到会引发物理学如此大的震动与变革。

3 杨—Baxter系统

讨论可积多体系统精确求解(Bethe Ansatz意

义下)时，杨先生引入转移矩 Yii + 1算符，其后引发

Faddeev及其学生们和许多著名学者的努力，包括

Miwa，Jimbo等的发展，引发了数学物理新领域。

与相关的辫子群、扭结(knots)理论结合，至今仍

在发展。

在文章“Some Exact Results for the Many-

body Problem in One Dimension With Repulsive

Delta-Function Interaction”(Phys. Rev. Lett.，1967，

19：1312)和“Thermodynamics of a One-Dimensional

System of Bosons with Repulsive Delta-Function

Interaction”(J. Math. Phys.，1969，10：1115)中，考

虑一维硬核(hard core)模型(c>0)：
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é

ë
ê

ù

û
ú-∑N

i = 1  ∂2∂x2i + 2c∑i < j  δ( )xi - xj ψ( )x1, ⋯, xN =
Eψ( )x1, ⋯, xN .

杨先生首先考虑玻色子，其后与杨振平先生解决

了费米子情况。

玻色子波函数：

ψ( )x1,⋯,xN =∑p  ψp1⋯pN( )x1,⋯,xN θ( )xp1 <⋯< xpN ，

上式右端对所有排列取和，共有 N !项。由于玻

色子全同性，

ψP1⋯PN( )x1, ⋯, xN =∑p′  A′p1⋯pN ·
exp{i(kp1xp1 +⋯ }+k

pj
xpj +⋯+ k

pN
xpN .

周期边界条件时，Bethe Anstatz关系导致：

exp( )ikj L =∏N
i≠j  kj - ki + ickj - ki - ic .

系统的动量、能量为

p =∑N
j = 1 kj ，E = 12∑N

j = 1 k2j .

费米子情况与玻色子不同。玻色子系统坐标

和动量是在同一置换下排列的，但对费米子两者

不同，置换分别为

P =P1, ⋯, PN , Q =Q1, ⋯, QN .

它们为两种排列，故应对两种排列分别求和，

元素 Ap(Q)共有 N ! ×N !个，于是 Ap(Q)应写为矩阵

形式：

AP′( )Q′ =Pl(l + 1)AP(Q) ，

AP(Q) = i( )kPl + 1 - kPl Pl(l + 1) + c
i( )kPl + 1 - kPl - c

AP′( )Q′ .

值得强调的是，一维 δ -函数作用势模型与(孤

子方程)非线性薛定谔方程(NSE)等价。NSE的哈

密顿量为(H. B. Thacker)

H = ∫dx( )∂xϕ*∂xϕ + cϕ*ϕ*ϕϕ .

H ψ( )k1,⋯,kN = ∫∏N
l = 1 dxl{- ∑N

j = 1∂2j }+2c∑i≠j  δ( )xi - xj ·
M( )x1, ⋯xN, k1, ⋯kN ∏N

k = 1 ϕ*( )xk 0 ，

M =∏i≠j
é

ë
ê

ù

û
ú1 - ic

ki - kj ϵ( )xi - xj exp i( )∑N
m = 1 kmxm   .

上述结果是必然的，因为粒子数守恒时场论

和多体问题是一致的。其后，L. D. Faddeev证明

NSE是XXX链模型的连续极限。

特别需要关注的是，杨先生引入的算子(表为

矩阵) Yij ，以后通用记号记为 Rij ，它虽然最早是

对 δ -函数作用势引入的，但它的涵义远远超过了

这个模型。事实上，它揭示了一大类精确可解的

可积非线性模型的共同特点。其后，发展成数学

物理主导方向，至今不衰。

如上述，杨先生文章中 Yii + 1用 Ri, i + 1表示，它

是 N ×N 矩阵的矩阵元，在原始文献“Some

Exact Results for the Many-Body Problem in One

Dimension with Repulsive Delta-Function Interac-

tion”中，熟知置换群P满足

其中下标标示全同粒子。表示从两个不同途径置

换都会从123排列变为321排列。杨先生引入的关

系可写为

R12( )k1 - k2 R13( )k1 - k3 R23( )k2 - k3 =
R23( )k2 - k3 R13( )k1 - k3 R12( )k1 - k2 ，

其中 ki 为第 i个粒子的动量( ℏ =1)，一般记为杨—

Baxter方程(YBE)：

R12(u)R13(u + υ)R23(υ) =R23(υ)R13(u + υ)R12(υ)，
u和 υ为动量，上述关系保证动量守恒。上述下

标是标记粒子，物理上感兴趣的是固定观测点，

为此定义(P为置换)：

Ř(u) =PR(u) ，
Ř(u)=常数(I + uP) .

它满足

Ř12(u)Ř23(u + υ)R12(υ) = Ř23(υ)Ř12(u + υ)Ř23(u) (YBE) ，

其中 u，υ 称为谱参数，就是杨先生文章中的

kj + 1 - kj 。它的物理意义是三体散射的碰撞矩阵可

以分解为三个两体碰撞矩阵的条件，如下图所示。

R. Baxter 从统计模型精确解出发，独立得到

相同方程。当中元素与玻尔兹曼权重有关，如不

做解析延拓，是正定的。此后 Faddeev学派定其

名为杨—Baxter方程，并通过RTT关系建立了整

′ ′ ′

′
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套精确可解非线性模型(包括量子反散射方法)。

虽然YBE最早是从比较简单的非线性可积模

型得出的，但它却代表了现在已知的几乎所有可

积非线性模型的共性，其后发展为物理和数学物

理的一大领域，甚至成为许多非线性量子模型的

必备性质，并引发了数学新分支的热潮。

YBE在统计物理领域概括了冰模型，八顶角

模型(有非绝对零度的相变点)，在非线性可积模

型中包括了 NSE，Thirring(有质量，无质量)模

型，Toda 格子，链模型(XXX，XXZ，XYZ，…)，

甚至于非微扰QCD模型(L. D. Lipatov)，……

在数学物理领域引发了 Faddeev学派基于量

子反散射方法的RTT关系的建立，并在自旋链模

型中预言存在有自旋的元激发“spinon”，其低阶

激发已为实验证实。

数学物理另一个重要数学进展是 YBE 推广

至六顶角，八顶角，面模型，……产生了YBE各

种解，包括有理解，三角解，所谓 Chiral Potts

model。(谱参数高亏格曲线的解，最早由闫沐霖

找到，后来被参数化，就是Chiral Potts model。)

Kauffman，王正汉，Rowell 等建立了杨—

Baxter系统与量子纠缠间的关系，这是新的发展。

一些解分别产生相应的新型代数：

有理解，产生Yangian(杨先生给的形式属于

此类)：Yangian由Drinfeld提出；

三角解，产生量子代数(李代数的 q-变形)，

当 谱 参 数 取 极 值 时 ， 正 是 辫 子 群 (Braiding

Groups)。它们引发了大量的研究，包括 Jones

(Link polynomial)， Drinfeld (Yangian， Quantum

Groups)等获Fields奖。以下扼要谈谈Yangian。

我们知道李代数满足对易关系：

[ ]Iλ，I μ = cλμν Iν ，

引入另外张量生成元(张量算子) J μ ，使之满足：

[ ]Iλ，I μ = cλμvJν ，

[ ]Jλ, [ ]J μ, Iν - éëIλ, ][ ]J μ, Jν = h2aλμναβ{ }Iα, I β, Iγ ，

[ ][ ]Jλ, J μ , [ ]Iσ, Jτ + [ ][ ]Jσ, Jτ , [ ]Iλ, J μ =
h2( )aλμναβγcστν + aστναβγcλμν { }Iα，I βJγ ，

aλμναβγ = 14!cλασc μβτcστp ，
{ }x1，x2，x3 =∑i≠j≠k  xixj xk .

这就是 V. G. Drinfeld 在“Hopf Algebras and the

Quantum Yang-Baxter Equation”(Soviet Math Doke，

1985，32：254)中引入的代数 (We should call the

Yangian if α，denoted Y(α)(in honor of C. N. Yang，

who found the first solution of the QYBE…))。

以上形式看起来复杂，将结构常数代入，对

SU(2)， 通 常 用 I± = I1 ± iI2 ， 表 面 上 [ ]J μ，Iν ，

[ ]Iσ, Jτ 项有 21个关系，但不独立。直接计算可证

明Y(SU(2))的独立关系只有

[ ]I3, I± = ±I±, [ ]I+, I- = 2I3 ，

[ ]I3, J± = [ ]J3, I± = ±J± ，

[ ]I+, J- = [ ]J+, I- = 2J3 ，

[ ]J±, [ ]J3, J± = h24 I±( )I3J± - J3I+ .

其中常数 h与YBE有理解所含的参数有关。Y(SU

(2))看似复杂，其实我们在物理中早就碰到过了。

周知氢原子存在角动量算符 L和Lunge—Lenz向

量 A，它们的矢积就满足 Yangian 关系。对 SU

(3)，Drinfeld关系式也可以简化，代入结构常数

后，含 [ ][ ]J μ，Jλ , ··· 经复杂计算证明 74项中有 7

项独立，公式不再列出了。

Yangian以后有大的发展，例如近几年E.Wit-

ten及其合作者证明与量子场论中反常有关，量子

代数更引起了极大数目的研究成果。我们强调的

是，Yangian 不仅对近邻相互作用非线性模型适

用，例如Hubbard的链模型具有Yangian不变性。

长程互作用的Calogero—Sutherland模型

H = 12∑N
i = 1 p2i +∑N

i≠j   l( )l∓1
sin2 ( )xi - xj ，

也具有 Yangian 对称性 (详见葛墨林和薛康著
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《杨—巴克斯特方程》，《量子力学中的杨—巴克斯

特方程》)。

在辫子群相关领域，已有许多重要工作，包

括 Jones，Kauffman，Wadati， Witten等一系列重

要的工作。

如何把杨—Mills 与杨—Baxter 有机结合起

来，是值得关注的方向。

E. Witten 同他的合作者将YM 类型非阿贝尔

规范量子场论与杨—Baxter 结合，包括算符乘积

展开、结构反常等，推广称为“动力杨—Baxter

方程 ”（K. Costello， E. Witten， M. Yamazaki.

“Guage Theory and Integrability” )。

4 统计物理难题

统计物理难题包括了伊辛(Ising)模型(二维格

点)自发磁化严格解，超导磁通量量子化，冷原子

(玻色—爱因斯坦凝聚 BEC)，非对角长程有序

(ODLRO)，单位圆定理，相变等等。着重介绍以

下三部分。

4.1 二维格子Ising模型自发磁化的计算难题

Onsage与Kaufman 将此模型的 2n × 2n 矩阵化

为 2n × 2n，从而计算其对角元素，但不涉及非对

角元。杨先生利用极限过程将其化为 n × n (D算符)
矩阵本征值问题，从而严格计算了包括非对角元

对自发磁化的贡献，得到1/8临界指数。这是很艰

难的计算。

此问题配分函数中的重要部分是：

x = e-2H = exp (-V/kT)， ( )V = V↑↓- V↑↑
通过一系列巧妙地讨论，引入D算子，对任意矢

量 ϕ满足：

(Dϕ) t = - 1πi ∫c′  dzz ϕ(z)
1 - z/t +ϕ(t) .

例如：

Dzm = tm ( )m =整数≥1 ，

Dzm = -tm(m =整数≤0) .

经过复杂计算，本征函数满足积分方程：

2ϕ1(t)- 1πi ∫c′ dzz ϕ1(z)1 - z/t
æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 + Ⓗ(z)Ⓗ(t) = lϕ1(t) ，

l为本征值，所有本征值平方的连乘积决定自发磁

化。其中 Ⓗ(z)为 Jocobi 椭圆函数，为双周期函

数，满足：

2ϕ( )u′ + ∫4k0  J( )u′，u ϕ(u)du = lϕ( )u′ ，

当中  J( )u′，u 有 I，II，III，IV 种情况。在双周

期矩形面积内，J只有一个极点，在此点附近其

解为

ϕ(u) = expæ
è

ö
ø

imπu2K (m= ±整数 ) .

对所有本征值取连乘积，即得到自发磁化：

I = é
ë
ê

ù

û
ú

1 + x2(1 - x2)2Z1/2(x)
1/2
， Z(x) = x4 - 6x2 + 1 .

显然 x=0 时，I=1； x = 2 - 1时， I = 0 . 临界 xc =
2 - 1，在临界点附近则有

I≈(4 2 + 2)( )xc - x 1/8
.

这就是著名的1/8临界指数。整个计算极为复杂困

难。文章发表在Phys. Rev.，1952，85：808。

4.2 超导环中磁通量的量子化

详见杨先生文章 Phys. Rev. Lett.，1961，7：46

(with N. Byers)。设 P 区线度比渗透深度大很多，

则哈密顿量为

∑ j   12m æè ö
ø

-iℏ∇ j + eC A( )rj
2
ψ + Vψ =Eψ .

宏观考虑由于Meissner效应在P区，B= ∇ × A= 0，
故 A= ∇χ。电子电荷为-e，令

ψ =ψ′ exp { }-i∑ j   eℏc χ ( )rj ，

则∑ j  ( )-iℏ∇ j 2ψ′ + vψ′ =Eψ′ .

设某一电子处 re ，绕图中○转一圈，则 ψ′改变一

常数因子， χ为多值函数。

∮ A∙dl= ∬( )∇ × A ∙dS= ∬B∙dS =Φ，ψ′ →ψ′e ieℏCΦ .

·· 606



· 50卷 (2021年) 9期

m个电子绕一圈

ψ′ →ψ′eimeℏC Φ .

其能级对Φ而言具周期性，且以 ch
e 为周期，即

当Φ→Φ + che n ，

e
hcΦ→ e

hcΦ + 2πn .

故能量 E =E(Φ)是以 ch
e 为周期的周期函数，且为

磁通量Φ的偶函数 E( )Φ = E(-Φ)。其配分函数为

Q =∑V   exp (-βE(Φ)) ，

也是以 ch
e 为周期的偶函数。平衡态时对应自由

能 F = -kT lnQ的极小(T，V不变)，即对应 lnQ极

大(无自旋时其复共轭可换为时间反演不变)，此

时会有平衡态， Φ = che ·整数 ，但“整数”与实

验不符。

实验：Φ = 12 hce ∙整数，

Φ0 = hc2e ≈2.01 × 10-7 G·cm2。

如何解决这个困难？

微观考虑：当Z=const， PZ = 0，PR = 0，B平
行于Z轴：

A( r)= 12 B× r，A(r) = Aφeφ ，
Φ = ∮Aφdl = 2πrAφ ，即： Aφ =Φ/2πr .

动量的 φ分量：

rpφ = nℏ .
能量

E =∑ 12m æè ö
ø

Pφ + ec Aφ
2 = ℏ22mr2∑N  æ

è
ö
ø

n + e
chΦ

2
.

举例：当N=5时有三种可能：

n1 = -3， - 2， - 1，0，1 ；

n2 = -2， - 1，0，1，2 ；

n3 = -1，0，1，2，3 .

设 e
chΦ = ϵ， E = ℏ22mr2∑(n + ϵ)2 ，

E1 ∼(-3 + ϵ)2 +(-2 + ϵ)2 +(-1 + ϵ)2 + ϵ2 +(1 + ϵ)2 ，

E2 ∼(-2 + ϵ)2 +(-1 + ϵ)2 + ϵ2 +(1 + ϵ)2 +(2 + ϵ)2 ，
E3 ∼ (-1 + ϵ)2 + ϵ2 +(1 + ϵ)2 +(2 + ϵ)2 +(3 + ϵ)2 ，

E1 >E2， E3 >E2 .

由于E =Σ(n2 + 2n ϵ + ϵ2)
=Nϵ2 +与Φ无关量， Σn = 0
= const + æ

è
ö
ø

eΦ
ch

2 ℏ22mr2 .

而当N=4时，使E最低的是取 n = -2， - 1，0，1，
当 eΦ

ch = 12 ± ϵ，此时

∑æ
è

ö
ø

n + eΦch
2 =∑æ

è
ö
ø

n + 12
2 +Nϵ2

= Σæ
è

ö
ø

n + 12
2 +Næ

è
ö
ø

eΦ
ch - 12

2
，

E/N = const + ℏ22mr2 æè ö
ø

eΦ
ch - 12

2
.

由于 E(Φ)的周期性如下图所示，故 N=奇数时，

平衡态对应最低能态时，Φ = hce ·整数；故N=偶

数时，平衡态对应最低能态时，Φ = hce ·半整数。

当电子形成库珀对(Cooper pair)时，对(pair)

能 ∼æ
è

ö
ø

n + eΦch
2 + æ

è
ö
ø

n̄ + eΦch
2
，由于库珀对中两电子

能量简并，故

|
|
||

|
|n + eΦch = |

|
||

|
| n̄ + eΦch .

当对 n = n̄时，由于不同角动量之间的库珀对

无作用，不能形成凝聚，所以超导体中不允许有

此情况。

另一可能， n + eΦch = -æè ö
ø

n̄ + eΦch ，n =m - eΦch ，

此时， n + n̄ = - 2eΦch =整数 。而凝聚要求所有库

珀对有相同的角动量，故Φ = hc2e ·整数，Φ0 = hc2e。

4.3 非对角长程有序(ODLRO)

刻画超导的判据：密度矩阵 ρ满足 Tr ρ = 1。
ρ1表示单粒子的约化密度矩阵：
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j || ρ1 i = Tr( )aj pa
†
i ，

其中 ai 为单粒子算符。两粒子时约化密度矩阵为

kl || ρ2 ij = Tr( )alak ρa
†
i a

†
j .

在坐标表象中，如 r || ρ1 r′ ≠0，当 || r- r′ →∞，
则称 ρ1 有 ODLRO，自由玻色子只有在凝聚相

中， ρ1有ODLRO。

Penrose，Onsager推广：超流相He-II中 ρ1有

ODLRO。

如果 r1，r2 || ρ2 r′1，r′2 ≠0，当 || ri - r′j →∞，则

称 ρ2 有ODLRO。

Beyers—杨：如上述 ρ2 有 ODLRO，则磁通

量量子化，并导致Meissner效应，从而有持续流

(persistent current)。

注意在BCS理论中，

rr || ρ2 00 =∑k  e-ik∙r ||Δk
2

， Δ
k是gap函数。

先证明其自由玻色子凝聚时导致 ρ1 有 ODLRO。

事实上由于平移不变性， [ ρ(H)，p̂ ] = 0导致

p ′ || ρ1 p = npδp p′，( np为 p中平均粒子数)

np =1 exp [ ]β( )Ep - μ ± 1 . (+为费米子；-为

玻色子)。

在坐标表象：

r′ || ρ1 r = 1/v∑p np exp {ip· (r′ - r)} = 1v g( )r′ - r .

对于费米子及 T > TC 时的玻色子，  np 是 p的
连续函数，当考虑 exp (ip· r)急速振荡，此时

g( )r =∑
p
np exp( )ip· r →0，

当 || r →∞时没有ODLRO！对应非凝聚态。但当

T < TC ，对玻色子 np= 0 =αN ( α为有理分数)，热力

学极限下，即 V→∞时，N/V有限，并固定，因而

 np 在 p= 0处不连续，所以 g( )r →0的论证不成

立：

r′ || ρ1 r →αNV , || r′ - r →∞ .

结论：玻色凝聚态⇔ ρ1有ODLRO。

对于费米子， ρ1 没有 ODLRO，但 ρ2 可有

ODLRO。设约化密度矩阵 ρ1的本征态为 λ ，则

ρ1 λ =λλ ， ρ1：厄密，可半正定。

r || ρ1 r′ =∑λ, λ′ r λ λ || ρ1 λ′ λ′ r′
=∑λ  λV ϕλ( r)ϕ*λ( )r′ ，

r λ = 1
V
ϕλ( r) .

设热力学极限下， λ0 =Q(N) ( NV →有限)

r || ρ1 r′ ¾ ®¾ ¾¾¾ ¾¾ || r′- r →∞
λ0
V ϕλ0( r)ϕ*λ0( r′) .

它说明当 λ0 比N小数量级时没有ODLRO，但 ρ2
可能有ODLRO。

对费米系统，其约化密度矩阵由下式给出：

r1 || ρ1 r′ = 1(N - 1)!∫d3r2⋯d3rN r1r2⋯rN || ρ r′1r2⋯rN ，

r1r2 || ρ2 r′1r′2 =
1(N - 2)!∫d3r3⋯d3rN r1r2r3⋯rN || ρ r′1r′2r3⋯rN .

其中 r1⋯rN =ψ†( )r1 ⋯ψ†(rN) 0 ，

ψ( r)= 1
V
∑

k  ak exp (ik∙r)，
r1r2 || ρ2 r′1r′2 = Tr{ }ρψ†( )r′1 ψ†( )r′2 ψ( )r2 ψ( )r1 .

可写成

r1r2 || ρ2 r′1r′2 = ψ†( )r′1 ψ†( )r′2 ψ( )r2 ψ( )r1 (热平均) .

为简单，令 ψ≡ψ-, ψ† ≡ψ+，则当 || ri - r′j →∞时，有

ψ±( )r1 ⋯ψ±( )rN ψ±( )r′1 ⋯ψ±( )r′N →
ψ±( )r1 ⋯ψ±( )rN ψ±( )r′1 ⋯ψ±( )r′N .

( C⋆ 代数) 它们实际上就是关联函数。则

ψ+( )r1 ψ+( )r2 ψ( )r′2 ψ( )r′1 →
ψ+( )r1 ψ+( )r2 ψ( )r′2 ψ( )r′1 .

当 || ri - r′j →∞时，上述均为热平均。

ρ2 有 ODLRO ⇔ ψ( )r1 ψ( )r2 ≠0 ，实际上它

是Bogoluibov的准平均(quasi-average)。如在哈密

顿H中加上 ΔH的U(1)破坏项，则粒子数不守恒，

ψ( )r1 ψ( )r2 = limΔH→0   limV→∞  Tr{ }ρ(H +ΔH)ψ( )r1 ψ( )r2
(极限次序不能颠倒)。

如果 ψ( )r1 ψ( )r2 ≠0 ，则 U(1)自发破坏 ⇔ ρ2 有

ODLRO⇔超导相。

以下说明， ρ2有ODLRO→磁通量量子化→
Meissner效应→持续流。回到均匀磁场中的电子
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系统：

H =∑N
j = 1  12m æè ö

ø
pi + eC A( )rj

2 +∑i < j  U( )ri - rj ，

其中 A= 12 B× r= B2 ( -yi+ xj )。在均匀磁场中， A
不是平移不变的，但H具有磁平移不变性。

T( a )= exp { }iℏ a ∙∑ j  æè ö
ø

pj - ec A( )rj ，

a为平移矢量， [ ]T ( )a，H = 0导致 [ρ(H)，T( a )]= 0。
由于

r′1r′2 || ρ2 r1r2 = r′1r′2 ||T †( )a ρ( )H T ( )a r1r2
= r′1 - a，r′2 - a || ρ2 r1 - a，r2 - a ·
exp{ }ie

cℏ a[ ]A( )r′1 + A( )r′2 - A(r1)- A( )r2 .

假定 ρ2有ODLRO，则当 || ri - r′j →∞时，

r′1r′2 || ρ2 r1r2 →ϕ( )r′1r′2 ϕ*( )r1r2 ，

其中 ϕ( )r′1 r′2 是 ρ2 最大本征值对应的本征函数。

引入

t ( a )=exp {- iℏ a·æè ù
û

p1 + p2 - ec A(r1)- ec A( )r2 ，

则

t( a )ϕ( r1，r2)=exp( )iϑa ϕ( )r1，r2 .

相角：

ϑa = exp { ieℏc ( ]A( )r1 + A( )r2 · a ，

有物理意义的是

t( )a t( )b = t( )b t( )a e- 2ieℏc Φ ，
Φ =(a× b) · B .

但另一方面将 t( )a t( )b 作用在本征态上，可以

互换，因为

t ( a ) t ( b ) ϕ( )r1，r2 = exp [ ]i( )ϑa +ϑb ϕ( )r1，r2 ，

导致 e-2ieℏc Φ = 1，即磁通量量子化Φ = ch2e ·整数，

B·( )a× b =Φ0n (n=整数) .

当n=0时，B= 0，就是Meissner效应(除渗透层及

第二类超导体)。超导体的面电流 ∇ ×B= 4πC J，
由于Meissner效应，面电流产生的磁场抵消内磁

场，超导体内 J= 0。

5 结语

综上所述，我们用尽可能简练的物理图像介

绍了杨先生的物理成就，他在基本粒子角分布基

础上，指出 β衰变中如何测量宇称不守恒，与李

政道先生获诺贝尔物理学奖。其后，把对称与破

缺在基本理论中应用到极致，与李政道先生、吴

大峻先生等合作，提出一系列新概念，而这一切

都有实验的根据。

他提出的杨—米尔斯(YM)规范场，开创了

非阿贝尔规范场新天地，在数学方面引发

SDYM 方程求解与几何结构的热潮，促进了物

理与拓扑的联系。在物理方面，导致其后许多

物理学家将 SU(2)推广到 SU(3)的飞跃。YM 及

其代数的扩大，颠覆了人们对原有局限于电磁

场 (U(1)规范场)的认知，扩大到非阿贝尔规范

场这一完全不同的新的互作用类型，引发了标

准模型、渐近自由、非阿贝尔场的重整化、动

力学 QCD 等等，使基本粒子理论发生了革命性

变化。

他提出了杨—Baxter方程，其后被扩展成数

学物理的巨大领域，形成用Bethe Ansatz求解非

线性可积模型的基础。它引发了孤子量子化理

论，导致旋量(spinor)被预言并观测到。在数学方

面促进了辫子群、量子群(包括Yangian)的出现。

他有关 Ising模型严格结果、超导磁通量量子

化、ODLRO、单位圆定理、相变理论、BEC的重

要结果，η-pair(与张守晟合作，在Hubbard模型中

发现SO(4)对称性，自然就有Yangian对称性)，还

有涉及统计物理、凝聚态物理等方向的重要成

果。所有以上列出的和没有列出的，都是物理的

宝贵财富！

在感叹之余，深感自己水平能力之不足，理

解之不深。谨以此敬祝杨振宁先生百年华诞，尽

心致意。

致 谢 感谢孙昌璞教授和薛康教授，他们对

杨—Mills 场方程求解和杨—Baxter 系统两个领域

有深刻理解，给了我很多帮助。感谢许金艳的大

力帮助才完成此文。
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