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1 前言

如前一篇文章《变程跃迁导电

复仇记》(《物理》2021年50卷8期

553 页)中所述，在 A. L. Efros 和 B.

I. Shklovskii(以下简称ES)两人的修

订版变程跃迁导电 (variable- range-

hopping conduction，简称 VRH 导

电)理论中，预测在掺杂半导体导电

的过程中，电阻率对温度的依赖行

为 ρ∝ exp( TES T ) ，式中 TES > T ，

TES是一个和样品相关的常数，T是

样品温度。事实上，VRH导电理论

是由 N. F. Mott(莫特)首先提出的，

ES两人则在莫特理论的架构中，加

入了电子—空穴库仑位能效应，从

而得到以上的电阻率公式1)。

很有趣而吊诡的却是，在由金

属颗粒(M)和绝缘体(I)组成的复合

物中，当金属颗粒少，绝缘体量多

时，电阻率也出现与上式完全一致

的 ρ (T )特性，以致难以判定导电机

制是否来自 ES VRH过程。

亦即在金属占样品体积百

分比 x，绝缘体占样品体积

百分比1-x的复合物(MxI1-x)

材料中，如果 x小于逾渗阈

值(percolation threshold) xc，

则整个样品将会表现出绝

缘体行为——随着温度逐

渐降低，样品的电阻率一

路升高，呈现 ρ∝ exp(1/ T )
的行为。这种导电过程，

人们称之为“颗粒跃迁导

电(granular hopping conduc-

tion)”，简称GH导电。图1

显示了一片铬颗粒膜的电

阻 R，图 2 显示了一系列

Agx(SnO2)1- x 颗粒膜的电导

率，两者在液氦温度至将

近 100 K的大温度区间，都表现出

明确的 ρ∝ exp (1/ T )行为。

所以，无序体系中的跃迁导电

机制有三种：(1)莫特 VRH 导电机

制；(2)ES VRH导电机制；(3)GH导

电机制。前面两种VRH机制适用于

掺杂半导体，殆无疑义。最后一种

GH机制是沈平于 1970年代初期首

先提出，而于 2018年修正的理论，

目标在于解释金属—绝缘体复合物

的导电行为。因为金属—绝缘体颗

粒复合物样品通常是由真空镀膜方

式制作，因此可以称为“颗粒膜

(granular films)”。对GH导电过程而

言，颗粒膜通常属于三维系统，即

膜的厚度(微米)远大于组成样品金

属颗粒的纳米尺度2)。

颗粒膜的制备：1960年代由于

真空镀膜技术的日渐进步，以及各

种应用需求的呼唤，金属—绝缘体

复合物，尤其是颗粒膜的研究也

日趋兴盛。在实验室制备的颗粒

膜样品中，金属颗粒通常为数纳米

大小，绝缘体则或为纳米尺度颗

粒，或为一层包覆住金属颗粒的或

薄或厚的非晶态介电物质，例如

SiO2，SnO2，Al2O3，或是金属颗粒

表面的氧化层等。因此，整个复合

物样品的导电性质，就取决于绝缘

1) 笔者只见过莫特一次，是1990年8月在英国伦敦帝国学院举行的“Localization 1990 Conference”国际会议上，会

议参加人数约 150人。莫特当年 85岁，应邀演讲，题目是“Localization，1958—1990”，随后他还亲笔写了一篇文

章，收录于会议论文集中。

2) 准确的说法应是，若膜厚大于平均跃迁距离，则属三维导电行为；若膜厚小于平均跃迁距离，则属二维导电行

为。平均跃迁距离通常是温度的函数。
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图1 非均匀铬颗粒膜(约 10 nm 厚)的电阻随温

度下降而上升，在约 80 K以下呈现颗粒跃迁导

电行为。图中“3-p”代表电流通过一片铬颗

粒膜的电阻，“2-p”代表电流通过二片性质相

近的串联铬颗粒膜的电阻 (图取自林志忠教授

实验室：林永翰等 . Nanotechnology，2008，19：

045711)
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体颗粒的体积百分比或隔开金属颗

粒的介电层的厚度。

2 莫特变程跃迁导电理论

VRH理论处理的是掺杂半导体

中 的 杂 质 导 电 (impurity conduc-

tion)，这些 n-型(电子)或 p-型(空穴)

半导体的杂质是一个个点缺陷，有

它们各自的随机空间分布、(在费米

能级附近一定范围内的)能级高低，

和类原子轨道般的局域态波函数。

在低温时，相邻的两个杂质能级间

的能量差可能远大于热能 kBT (kB为

玻尔兹曼常数)，因此不利于发生热

激发导电过程。此时，费米能量以

下的电子可以选择跳跃到稍微远一

点的(处于费米能级以上的)未填满

但是能量相对接近的杂质能级，从

而产生导电。然而，杂质电子若要

跳跃到相隔几个最近邻距离之外的

未填满杂质能级，两处局域波函数

的重叠量会迅速减小，因此不利于

两处之间的量子隧穿行为。莫特的

VRH理论考虑了鱼与熊掌得兼的最

佳组合的可能性，在寻找更远处的

能量差更小的空能阶之际，同时又

不至于完全失去局域波函数重叠的

情况下，所得到的最大跃迁几

率。——这的确是莫特的高瞻远

瞩，他把过去文献中两个互相独立

的物理过程(热激发和量子隧穿)大

胆地结合在一起了。

莫特首先假设杂质能态密度(单

位能量、单位体积的杂质能态数目)

DM = 1/ (ΔE·Sd)为一常数， ΔE是杂

质能级平均间距，S 是杂质间的平

均距离。样品的电导率 σ= 1/ρ ，

应正比于以上两项过程发生几率的

乘积：

σ∝ exp( )-ΔE/kBT × exp( )-2χS =
exp[ ]-1/ ( )DMS

dkBT - 2χS ， (1)

其中 χ为隧穿系数，即 1/χ是杂质局

域波函数的空间分布范围。

因为 ΔE可以用S表示，因此

式中等号右边方括号内的和

对 S微分后的极值，就给出

了最可能的跃迁距离 S0, M=

(d/2χDMkBT )1/(d+1)。将 S0, M代回

(1)式，就得到了莫特变程跃

迁导电公式：

σ=σ0,M expéë ù
û-( )TM T

1/ (d + 1)
或

ρ = ρ0,M expéë ù
û( )TM T

1/ (d + 1)
. (2)

σ0, M，ρ0, M，TM是和样品有关

的常数。

3 ES变程跃迁导电理论

在前述理论中，莫特未

考虑库仑位能。 1975 年，

ES考虑了当电子从一个费米

能级以下的杂质能级 Ei 跳

跃到一个费米能级以上的杂

质能级 Ej 时，在原处 (ri)就

留下了一个空穴，而在抵达的地点

(rj)则产生了一个电子，这两者之间

有电子—空穴静电作用，因此这项

库仑位能不能忽略。在低电子密度

系统如掺杂半导体中，库仑屏蔽效

应很差，电子—空穴作用越发重要。

所以，当电子要产生跃迁导电时，

需考虑的能量差将不再是单纯的

Ej - Ei ，而应是 Ej - Ei - e
2 / ( )κ || rj - ri

的物理量，此处 e为电子电荷， κ为

介电系数。

ES 设想电子跳跃前的系统处

于最低能量状态 (基态)，所以跳

跃后系统能量的改变必须大于或

等于零： Ej - Ei - e
2 / ( )κ || rj - ri ≥0 。

于是 ES 把 ΔE=Ej - Ei 改写成 ΔE=
e2 / ( )κ || rj - ri ≡e2 / ( κS ) ，代入 (1) 式

后就得到

σ∝ exp( )-ΔE/kBT × exp( )-2χS =
exp[ ]-e2 / ( )κSkBT - 2χS . (3)

如同前面莫特的推导情况，因

为 ΔE可以用S表示，因此式中等号

右边方括号内的和对 S微分后的极

值，就给出了最可能的跃迁距离

S0,ES = e2 / ( 2χκkBT ) 。将S0, ES代回(3)

式，就得到了 ES 变程跃迁导电

公式：

σ=σ0,ES exp[ ]- TES T 或

ρ = ρ0,ES exp[ ]TES T . (4)

其中σ0, ES，ρ0, ES，TES是和样品有关的

常数。

杂质能态密度：在莫特的理

论模型中，杂质能态密度是一个常

数——这是莫特的神来之笔和大

胆凌空假设。在 ES 理论中，因为

考虑了库仑电子作用因素，能态密

度为

DES = 1/ [ΔE×(4πS3/3)]
= 3κ3(ΔE)2 / (4πe6) ， (5)

(5)式显示在 ΔE→0时，即趋近费

米能级处， DES →0 ，这便是著名

图2 一系列 500 nm 厚，但含不同金属体积

百分比的 Agx (SnO2)1-x颗粒膜(x 小于逾渗阈值)

的电导率随温度的变化行为，图中标示的数

值为各颗粒膜的 x 值。各样品中，银颗粒的

平均直径介于 5—8 nm 之间。约从 100 K 以下

低至液氦温度的宽大温度区间，电导率都遵

循 GH 理论预测的颗粒跃迁导电行为，即 σ∝
exp[-(1/ T )]，或电阻率 ρ∝exp(1/ T )(图取

自天津大学李志青教授实验室：武雅楠等 .

2017，arXiv：1708. 04434)
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的ES三维软能隙。在二维系统中，

软能隙为线性函数： DES ∝ΔE。

4 莫特变程跃迁导电理论：临

界路径方法的推导

VRH导电公式(2)，可以用临界

路径方法(critical path method，简称

CPM)推导出来。设想样品中有随机

分布的杂质，杂质 i(能级Ei)和杂质 j

(能级Ej)两点之间有电导σij，其形式

应类似于(1)式，可以写成

σij = σ0 exp( )-Eij /kBT × exp( )-2χSij .

(6)

σ0 是 一 个 和 样 品 有 关 的 常 数 ，

Eij = Ei - Ej (假设 Ei > Ej )，Sij为 i和 j

两杂质之间的距离， χ为隧穿系

数。导电的意思就是电子可以从样

品一端的某一个起点跳到下一点，

再从下一点跳到下下一点，依此类

推，直至跳到样品另一端的某一个

终点，即构成了一条贯穿整个样品

的通路。因每一个杂质的空间位置

和能级高低随机分布，跳跃路径也

就不是一条直线路径，而是在每一

个杂质位置(当作新的起点 i)都需重

新选择将要前往的下一个杂质位

置，所以跳跃路径是弯弯曲曲的。

杂质 j 之所以被选为下一个目的

地，是因为它跟 i 之间的电导大于

其他周边杂质(称为 k)跟 i之间的电

导，即 σij > σik 。这一条构成样品

导电的关键路径，称为临界路径，

这是逾渗理论(percolation theory)中

的一个重要概念。因为样品的电

阻值是实验上测量到的一个真实

物理量，有大小和特定的温度变化，

因此临界路径必定存在，而不仅

是一个方便的、假想的理论概念

而已。在逾渗理论中可以证明，

当临界路径出现时，表示连接路

径中的每一个节点 (例如杂质 i)的

键数，必定达到了一个确定的平

均值，称为 bc。

在CPM方法中，假设样品的能

态密度为一常数的情况下，可以推

导出 bc是能态密度、单次跃迁的最

大容许距离 (Sij 的最大值，称为

Sm = Sm(χ, σ) )，和单次跃迁的最大

容许能量差 (Eij 的最大值，称为

Em =Em(T,σ) )三个物理量的函数。

接着从 bc的表示式，就可以直接写

出样品的电导率为

σ=σ0,CPM expéë ù
û-( )TCPM T

1/ (d + 1)
或

ρ = ρ0,CPM expéë ù
û( )TCPM T

1/ (d + 1)
. (7)

其中 σ0,CPM，ρ0,CPM，TCPM 是和样品有

关的常数。因此，用CPM方法可以

严谨地推导出莫特的公式(2)。莫特

推导(2)式时，假设了在温度 T 时，

杂质电子每次跃迁的距离都一样长

(S0,M =(d/2χDMkBT)1/ (d + 1) ) 。在 CPM 理

论中，则允许众多不同长短的跃迁

距离参与其中，只要这些电子的

跳跃距离小于 Sm，所以更符合实际

情况。

5 颗粒跃迁导电理论：临界路

径方法的推导

沈平进一步将CPM方法扩展到

计算金属—绝缘体复合物的导电行

为。他假设组成颗粒膜的金属颗粒

近似于，但并非完美的圆球形(因为

实验上不可能镀出完美的圆球颗

粒)；他又假设两个最近邻金属颗粒

之间的最短距离有些许变化(因为镀

出来的金属颗粒表面可能粗糙不

平)。与半导体中的掺杂杂质不同，

纳米尺度金属颗粒是由近万颗金属

原子组成的，有自己的费米能级，

通常(例如T→0时)呈电中性。但是

因为金属颗粒深埋于介电质中，因

此除了颗粒表面态的影响之外，介

电质中常会存在一些被捕获的电

荷，这会造成每颗金属颗粒的费米

能级有不同的高低起伏。

当受到外加偏压(和温度)驱动

时，一个导电电子必须从一个金属

颗粒跳跃到隔壁的中性金属颗粒，

依次跳跃，最终通过整个样品。当

一个额外电子进入一个电中性颗粒

时，便是对该金属颗粒进行充电行

为，充电能为 Ec = 2e2 / (κC) ，即电

子的能量比费米能级高了Ec。此处

κ = κ(x) 为复合物颗粒膜的介电系

数，C 为金属颗粒的电容。导电

时，电子将从一个金属颗粒跃迁到

隔壁的另一个金属颗粒。两颗紧邻

的金属颗粒被纳米尺度介电质隔

开，因此电子波函数必须藉由量子

隧穿效应通过介电质。所以两颗金

属颗粒间的电导大小，将有类似

(1)式、(3)式或(6)式的形式。但是在

颗粒膜中，Ec必须取代和扮演Eij的

角色，而两颗紧邻金属颗粒之间的

最短距离( 称为 S )将取代和扮演 Sij

的角色。

将以上这些因素放进 CPM 方

法中，并容许金属颗粒的大小(直

径)及相邻金属颗粒的最短 S，有符

合样品结构的适当分布，就可以推

导出“紧邻临界路径 (immediate-

neighbor critical path)” 的 bc 表 示

式。因为每一个金属颗粒都是一个

费米海，由成千上万颗导电电子

组成，有很强的静电屏蔽效应，而

且每颗金属颗粒的大小为纳米尺

度，远大于半导体中掺杂杂质的原

子尺度，因此在颗粒膜中，只需考

虑最近邻的金属颗粒之间的跃迁，

而不需考虑次近邻或更远颗粒之间

的跃迁。在这些条件下，CPM 计

算出 bc ∝ S͂m E͂m ， S͂m = S͂m(χ, σ)为S值

的上限， E͂m = E͂m(T,σ) 为 Ec 值的上

限。从 bc ∝ S͂m E͂m 就可以写出GH导

电公式：
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σ=σ0,GH exp( )- TGH T 或

ρ = ρ0,GH exp( )TGH T . (8)

其中 σ0,GH，ρ0,GH，TGH是和样品有关

的常数。显然，GH导电公式(8)和

ES变程跃迁导电公式(4)，两者都预

测了 ρ∝ exp(1/ T )的行为。

6 颗粒跃迁导电vs变程跃迁

导电

如前一篇文章《变程跃迁导电

复仇记》中所叙述，莫特和ES的理

论，是紧随着掺杂半导体出现于人

类工业文明的舞台，为了深入了解

和解释其电学性质，而建构起来

的。后者更是建立在比前者所知，

更为成熟的无序系统理论和电子—

电子作用理论之上。两个理论针对

的杂质都是点缺陷，有着类似原子

轨道般的能级和局域波函数。它们

已经成功解释了众多半导体材料的

导电行为，毋庸置疑。

然而，复合物中的纳米尺度金

属颗粒却是一个费米液体，有它的

准自由电子气和费米能量等金属禀

性。因此，颗粒膜导电是一个被驱

动的电子寻求传导路径，从而对路

径中经过的金属颗粒进行充电和放

电的过程。这种电子迁移过程，与

掺杂半导体中的从一个局域原子轨

道，跳跃到相邻 (但不是最近邻

的！)、能量相差一些的局域原子轨

道，有物理本质和微观机制上的差

异。因此，虽然在文献中，ES理论

也时常被拿来解释颗粒膜中测量到

的 ρ∝ exp(1/ T )数据，但是拟合得

到的参数值，往往有违背常理的地

方。例如，拟合得出的平均跃迁距

离经常为数十、甚至数百纳米，亦

即电子的单次跳跃必须从起点金属

颗粒跳跃到相隔了好几个金属颗粒

之外的某个颗粒，而非最近邻的颗

粒。这是很不合理的结果，因为导

电电子绝对没有理由不转移进入隔

壁的金属区域，却去选择一个遥

远的、相隔着很多介电质材料——

等价于一个很厚、很高的位能势

垒——的金属区域。而且，假使电

子果真能够一次跳跃好几个金属颗

粒之远，则跳跃后产生的电子—空

穴对的库仑作用，也会被中间金属

颗粒中的众多电子所屏蔽掉，使得

e2 /( )κ || rj - ri →0，也就是失去了ES

理论的前提假设。这是个40多年来

的大谜团，正是ES变程跃迁理论被

用于解释颗粒膜导电时，最令人诟

病的地方。3)

7 结语

不知是否是科学史的偶然，GH

与 VRH 两套出发点迥异的导电理

论，竟然推导出了相同的数学函

数，隐含的教训应是：凝聚态物理

学家尚力有未逮，犹未能完全揭开

物质微结构及无序体系中电子关联

的奥秘。因此，GH和ES两个理论

的持续近半个世纪的对垒，也就难

以解套，直到今天，仍然没有定于

一尊，偃旗息鼓的迹象。然而，物

理科学毕竟不是数学，物理理论是

否成立，必须立基于该模型的预测

是否能够确切解释真实的世界和测

量到的物质特性。近年来，颗粒膜

的制作技术日益精进，金属颗粒的

大小，直径的均匀度，甚至颗粒之

间的距离等，都可以更加准确地调

控。或许，在对金属颗粒的充电能

和颗粒之间的隧穿几率等物理量，

都能够更清晰明确地了解的情况

下，就有机会对GH和ES理论，进

行更定量与更全面性的检验了。

已故物理学家费曼常说，观测

和实验是检验真理的唯一标准。照

理说，ES变程跃迁导电理论和GH

导电理论，哪个对？哪个错？或者

各自的适用范围为何，不是应该可

以用实验数据来判断是非曲直的

吗？然而，两个理论之所以会持续

对阵将近半个世纪，各有拥护者，

岂非印证了“善未易明，理未易

察”的人类历史教训？显然，科学

也并非总是黑白分明的。所以，费

曼有另一句名言说：“在物理世界

里，真相很少是完全清楚的，更不

用说那些和人有关的事了，怎么可

能会如此清晰呢？因此，没有任何

疑点的事，不可能会是事实。”(见

《费曼手札——不休止的鼓声》，叶

伟文译，天下远见出版社，2005年)

量子力学的开山祖师普朗克曾

经沮丧地说过：“新的科学真理之所

以胜出，不是靠说服它的反对者并

让他们看到真相，而是因为反对者

终于死了，熟悉新真理的新生代成

长茁壮了。” (见《科学大历史》，

雷纳・曼罗迪诺著，洪慧芳译，大

雁—漫游者文化出版社，2017年)这

句话说得重，但有其蕴含不灭的真

理在。科学及技术发展史是一部人

类学习如何坦然面对宇宙和物质，

进而寻求理解及自我定位，和利用

厚生，造福人群的历史过程。它的

发展，曲折蜿蜒，江山——每一世

代面对的关键科学课题！——代有

3) 2017年8月15日，正当沈平应邀前来新竹交通大学访问，笔者将图2的那篇论文上传到arXiv预印本文献库时，隔早

就收到B. I. Shklovskii寄来的电邮，提醒我们注意ES理论才是正确的。Shklovskii同时还寄来了Electronic Properties of

Doped Semiconductors一书的电子版。那一年，Shklovskii年满73岁。暂且不论GH和ES理论适用范围的孰优孰劣，他

的执着和勤奋的确保有学者本色，令人佩服。
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才人出。或许，厘清GH导电与ES

变程跃迁导电的是非曲直，规范

其各自的适用领域，有赖于后起之

秀了 3)。

感 想 ES 两人代表的是苏联

时代理论物理学发展鼎盛时期严格

培养出来的一批顶尖凝聚态科学

家，他们之中的许多人，在苏联解

体之后散布到欧美各国学术界。20

多年来，不但自己站稳了脚步，又

训练出了下一代的(俄裔)物理学

家，他们枝繁叶茂，在某些凝聚态

物理领域占据发言权。反观 GH 导

电理论长久以来与 ES 理论分庭抗

礼，自反而缩，但因缺乏一个学术

传承的宽广砥柱，同声相应，同气

相求，不免人单势孤，彷佛从美国

东海岸到了香港清水湾，总是“谁

见幽人独往来，缥缈孤鸿影”。这场

对垒，终究只是一位接受了美式最

精英大学教育的华人科学家的一场

不懈的悠扬独奏会吗？另外一个关

键且现实的原因则是，半导体是当

代技术和产业最重要的材料(之

一)，因此关注半导体相关理论的科

学家，必定远多于关注颗粒复合物

理论的科学家，这是势所必然。个

人方面，笔者在1980年代中期研读

博士班期间，首次读到沈平的论

文。1992年台湾大学“凝聚态科学

研究中心”筹备成立时，他应邀访

问台大，我们第一次碰面。随后交

流往来不断，时而合作。有时是因

为我们对他的理论预测有兴趣，所

以进行实验；有时是获得实验数据

之后，发现需用他的理论解释；有

时则是理论与实验并行，一起探索

(摸索！)一个物理问题。沈平对研

究和教学，总是亲力亲为，数十年

如一日。他是我认识的最尊重实验

的理论物理学家之一。又，从书写

《变程跃迁导电复仇记》和本文的过

程中，忽生遐想，要是直到苏联

解体之前，中苏两国的物理科学

交流不曾中断，甚至紧密连结，大

陆今日的科学发展，将是一番怎

样的——截然不同的！——局面呢？

致 谢 感谢香港科技大学沈平

和潘杰、天津大学李志青、德国马

克思·普朗克固体化学物理研究所

张海婧、中原大学杨仲准，及台湾

交通大学叶胜玄和邱劭斌，在本文

发表前的仔细阅读与建议。
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