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固体材料中的传统能带理论是基于晶体空间

群表示的理论。例如能带理论最基础的概念——

布里渊区，是晶体平移群不可约表示的集合形成

的空间。作为动量空间的基本单元，布里渊区的

一个重要性质是它具有环面(torus)的拓扑类型。

这一点对理解固体中的各种物理现象起着关键性

的作用。例如，近年来所研究的各种拓扑物态本

质上对应着定义在这个环面上的一些奇异结构。

布里渊区中的波矢和平移子群的不可约表示

构成了一对一的关系。空间群除以平移子群得到

的点群作用在布里渊区上，保持布里渊区的中心

也就是 Γ点不变。因此，在传统能带理论中，空

间群在动量空间的作用总是简单的(symmorphic)，

即群的操作不含任何对波矢的平移。即使是实空

间中的非简单空间群操作(包括滑移镜面和螺旋

轴)，其对应的在动量空间的操作也是简单的。实

空间中格矢的分数平移在动量空间中体现为点群

元素操作在布洛赫波函数上的相位因子。

近年来，3D 打印技术带来了人工晶体(例如

声子晶体和光子晶体)的快速发展。相比真实的晶

体，人工晶体可以自由设计 Z2 规范场的分布，即

格点上实数跃迁幅的正负号分布可以任意控制和

排布。考虑了规范场分布后，晶体对称性满足投

影表示，其代数结构会因此改变，从而超越传统

的空间群理论。要理解这个关键点，我们考虑一

个具有通量分布Φ的晶格，Φ在某个空间对称性

操作 S 下不变。晶格上的通量需要用跃迁的相

位±1来描述，这种选择不是唯一的，即具有格点

规范自由度。当选定某个跃迁相位的分布 A 后，

一般来说空间对称性操作 S会改变这一跃迁相位

分布，改变后的分布A'和之前的A对应相同的通

量分布Φ，因此 A'和 A可以被一个规范变换 G联

系起来。相应地，选定的跃迁相位A在联合操作

S = GS下是不变的，也就是哈密顿量H和S = GS

对易：

[ ]H , S = 0，S = GS .

由于规范变换G的引入，修正后的对称性算符间

的代数关系会从之前对称群的乘法关系变为投影

表示代数，即

S1 S2 = S3 → S1 S2 = ±S3 .

在 Z2 规范场下，由于空间对称性代数关系的改

变，上述传统空间群理论的基本内容也需要相应

的修正。我们发现：在合适的规范场分布下，空

间对称性可以在动量空间中表现为带分数倒格矢

平移的非简单操作。

一个重要的例子是，Z2 规范场分布可以导致

x坐标取逆的镜面对称性 Mx 与 y方向的平移对称

性Ly反对易:

{ }Mx , Ly = 0 .

比如我们考虑图 1(a)中的模型[1]。这里红色代

表负跃迁，蓝色代表正跃迁，这种跃迁相位分布

下的通量分布亦在图中标出，线的粗细代表跃迁

图1 带有 Z2 通量分布的紧束缚模型[1] (a)红色代表负跃

迁，蓝色代表正跃迁，粗细代表跃迁强度大小； (b)镜面

反射后，恢复之前相位分布的规范变换所对应的格点上

的符号分布
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强度。这个模型显然具有镜面对称性Mx，保持了

通量分布，但是改变了跃迁相位的分布，因此它

的表示会伴随一个规范变换G(图 1(b))，即镜面对

称性的算符会被修正为Mx = GMx。通量分布在 y

方向平移对称性 Ly 的平移长度为 b，与相位分布

的平移长度一致，因此 y方向平移算符无需规范

变换修正，即 Ly = Ly。现在，我们注意到图 1(b)

中规范变换G的符号分布在 y方向平移 b会导致正

负号交换，因此G与Ly 反对易。这就是规范修正

后的镜面对称性算符Mx与 y方向平移算符Ly反对

易的原因。

反对易关系导致在动量空间Mx除了要把 kx变

为 - kx，还要把 ky 平移半个倒格矢，即变为 ky +

Gy /2。这是因为反对易关系等价于 Mx Ly M -1
x =

-Ly，而平移算符被表示为 eikyb，由此 eikyb被镜面对

称性转换为了 - eikyb = ei ( ky + Gy /2 )b。如此，实空间的

一个简单镜面对称性在动量空间变为了非简单的

滑移镜面对称性。与简单对称性相比，非简单对

称性的作用是自由的(free action)，也就是没有不

动点。从拓扑分类的角度讲，一个流形上的具有

自由作用对称性约束的拓扑分类等价于对称性约

化后流形上无对称性约束的拓扑分类。因此布里

渊区作为环面可被滑移镜面对称性进一步约化为

克莱因瓶(图2)。

克莱因瓶的一个重要特点是它具有不可定向

流形，即它其实只有一个面，没有内外之分。克

莱因瓶上最基本的拓扑分类是 Z2 型的，区别于环

面上的 Z型拓扑分类(二维环面上取值为 Z的拓扑

不变量是陈数)。我们得到克莱因瓶上Z2取值的拓

扑不变量为

ν =
1

2π ∫ τ1/2

d2 k F +
1
π
γ (0 ) mod 2 ，

这个公式由两项组成，第一项只在如图 2(a)所示

的一半布里渊区上对贝里(Berry)曲率积分，第二

项是以 π为单位的 ky = 0的 kx子系统的Berry相位。

这里要注意的是，因为动量空间滑移镜面对称性

的存在，ky = 0 和 ky = π的两个 kx 子系统的 Berry

相位正好相反，因此上述公式等价于半个布里渊

区的Berry曲率积分减去边界上的Berry相位，这

就是公式两项的和取值为整数的原因。因为Berry

相位在规范变换下可以被改变 2π的整数倍，所以

只有奇偶性是规范不变的，对应着Z2拓扑不变量。

我们将这种情况下非平庸的拓扑相称为克莱

因瓶绝缘体。如图 3所示，区别于传统的镜面对

称性保护的拓扑绝缘体，其保持镜面对称的边界

并没有带间边界态，边界态反而出现在不保持镜

面对称性的边界上。同时，在保持镜面对称性和

y方向平移不变性的块状几何上，两条边上的边

界态被 Ly 与 Mx 的反对易代数关系联系起来：一

条 y方向边界的边界能带在 ky 上平移半个倒格矢

之后和另外一条边上的边界态能带相同(图3)。

这个发现是我们最近一系列关于规范场拓展

的晶体对称性理论及其对应的能带理论工作中的

一个。其他代表性成果简介如下。(1)之前的理论

认为，在轨道自旋耦合下，整数自旋和半整数自

旋系统因为PT对称性分别满足 ( PT )2 = ±1，所以

具有完全不同的拓扑分类。文章[2]改变了这一传

统观念，提出利用 Z2 规范场可以交换整数和半整

图 2 动量空间的滑移镜面对称性及其约化的克莱因瓶[1]

(a)对称性约化下一半布里渊区的边界条件；(b)施加红色周

期边界条件导致的圆柱面；(c)进一步施加蓝色反周期边界条

件导致的克莱因瓶

图3 克莱因瓶拓扑绝缘体在保持镜面对称性的块状几何上

的边界态

·· 429



研究快讯

·51卷 (2022年) 6期

数自旋系统的代数关系，从而交换它们的拓扑分

类。(2)规范场会改变对称性算符之间的代数关

系，导致传统能带理论需要被拓展。传统能带理

论中的 k ⋅ p 方法是用来研究拓扑材料的重要工

具，因此文章[3]系统发展了规范场拓展下的 k ⋅ p

方法，进一步提出破坏平移不变性可以产生新奇

拓扑相的机制，并用于构造具有新奇实数拓扑相

的物理模型。(3)之后我们提出了平移对称性投影

表示可以导致的新奇拓扑相[4]，如莫比乌斯拓扑

绝缘体和类石墨烯拓扑半金属。此外，关于 Z2 规

范场下对称性投影表示导致的新奇拓扑物态的基

本想法和简单模型最近在声学晶体中得到实验验

证[5，6]，并被美国物理学会 Physics杂志选为 view‐

point介绍[7]。

对称性与拓扑是推动现代物理学发展的两个

核心概念。晶体对称性表示理论与建立在其上的

拓扑能带理论充分体现了这两个基本概念的相互

交融。我们的工作进一步揭示了规范场的引入会

极大地丰富晶体对称性的代数结构，得到超越传

统能带理论的结果，并能够产生更加丰富多彩的

拓扑物态。我们提出的布里渊克莱因瓶 [1]以及

系列工作[2—4]给出了一些有趣的例子，从这些例子

可以看出规范场拓展的对称性代数打开了一扇通

往崭新物理世界的大门，在那里还有更多奇妙的

结构和现象需要研究，有更广泛的理论框架等待

搭建。
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