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摘 要 分形在大自然中无处不在，其具有自相似性、分数维度的性质。最近在分

形晶格中的理论与实验研究表明，在分数维度中没有体的概念却可以存在拓扑绝缘体。分

形中的拓扑态具有一些新奇的特性，比如具有压缩的拓扑相、拓扑边界态分布于不同代的

分形几何中。这些与常规拓扑绝缘体不同的独特之处展现了一个审视空间维度与拓扑相变

相互作用的新视角。文章简要回顾了分形体系中拓扑物态的发展历史，并重点介绍了人工

微结构中的拓扑分形绝缘体。
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Abstract Fractals are ubiquitous in nature, characterized by the properties of self-

similarity and fractional dimensions. Recent theoretical and experimental studies on fractal

lattices have demonstrated the existence of topological insulators without the concept of “bulk”

in the fractional dimension. Topological states in fractals exhibit novel properties, such as the

squeezed topological phases and topological boundary states distributed in various generations of

fractal geometry. These unique differences from conventional topological insulators provide a

new perspective for examining the interaction between the spatial dimensions and topological

phase transitions. This article briefly reviews the history of topological states in fractal systems

and focuses on the topological fractal insulators in artificial microstructures.
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资助项目

1 引言

1.1 分形

分形在大自然中无处不在，如雪花、花椰菜

和海岸线(图 1)等。分形(fractal)一词是芒德布罗

(Mandelbrot)在 1975 年最先提出的，来源于拉丁

文 Fractus，意思为不规则、支离破碎。迄今为

止，分形严格的定义并不统一，通常可被定义为：

由整体在某些方面相似的部分构成的图形。分形

具有与众不同的几何性质，是非线性、不连续、

不可导的，当对分形几何进行放大时，放大后的

局部细节将与分形几何整体相似，即具有自相似

和尺度不变性[1]。此外，分形的另一个重要特征

是其具有非整数的维度(分数维度)，如对于著名
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的谢尔平斯基地毯(Sierpinski carpet)，当将其边长

扩大为原来的三倍，此时其面积变为原来的 8倍，

意味着其对应的豪斯多夫 (Hausdorff)维度[1] 为

log38 ≈ 1.8928。

分形的研究最早可以追溯到 17世纪，莱布尼

茨在著作中使用了“分形指数”。随后经过魏尔斯

特拉斯、康托尔、科赫、豪斯多夫等科学家的发

展，分形理论的研究逐步推进。1967年，Mandel‐

brot 在 Science 发表了题为“How long is the coast

of Britain? Statistical self-similarity and fractional

dimension”的论文，其后在 1975 年正式使用了

“fractal”一词。1977年，Mandelbrot出版了Frac‐

tals: Form, Chance and Dimension，标志着分形

几何已经成为一门独立的学科。然而，在随后

的几年里分形并没有受到广泛的关注，一直到

1982 年，The fractal geometry of Nature 第二版发

行，分形才受到了越来越多科学家的重视。历

史是惊人的巧合，Dan Shechtman 正是于 1982 年

发现了准晶材料 [2]，并获得了 2011 年诺贝尔化

学奖。分形与准晶分别具有新奇的几何结构，

后面 40 年里在凝聚态、光学等领域吸引了很多

的关注。

1.2 拓扑分形绝缘体

拓扑绝缘体是一种新的物质相，其显著特征

是具有绝缘的内部体和导电的边界态[3，4]。在不同

物理系统中构造不同维度的拓扑态已经取得了许

多重要的成果[5—8]，在一、二、三和四整数维度中，

实现了各种拓扑相物态。利用拓扑不变量，还可

以将这些拓扑态分类成不同的类别。那么一个自

然的问题是，与整数维度不同，拓扑绝缘体是否

还能够在没有明确定义“体”概念的分数维度中

存在呢？第一直觉告诉我们，因为缺乏内部“体”

的保护，根据体—边对应关系，分形晶格将会打

破拓扑保护。然而近年来的进展告诉我们，分形

体系中存在着拓扑绝缘体[9—21]。这些分形的拓扑体

系具有许多新奇的特性，例如具有被压缩的拓扑

相，以及拓扑边界态分布于不同代的分形几何中。

分形中的拓扑物理研究最早可追溯至 1983

年，在电子分形体系中加入磁场可以得到具有自

相似性的能谱和态密度[22，23]，不过分形中各边界

上的拓扑态并没有引起关注。在 2014—2015 年，

有理论研究表明拓扑绝缘体可在准分形空间中存

在[24，25]，虽然研究体系并不是严格定义上的分形，

不过可以从其结果大胆推断，拓扑绝缘体和边界

态应该能够在分形晶格中构建。随着实验技术的

发展，2018年，电子体系中的分形首次在氧化铜

分子人工结构中实现[11]。这也间接地促进了在调

控性能优异的人工结构中去探索拓扑分形绝缘体，

近年来也在理论与实验上取得了很多进展[9—21]。

本文将主要基于实验进展进行介绍，以期能够立

足当下，找到一些对未来的思考和启发。

2 Floquet拓扑分形绝缘体

我们对分形中拓扑态的研究始于 2018 年年

底。在关注到了电子体系中的分形在实验中被实

图1 常见分形几何
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现之后不久，我们就有了初步的理论结果，着手

与实验组合作，并于 2019年 7月初在南开大学举

办的拓扑光子学论坛上报告了我们的相关进展。

理论结果表明，在周期性驱动的分形谢尔平

斯基垫片(gasket)光子晶格(图 2(a))中可以构建出

Floquet拓扑态[12]。这里的周期性驱动晶格由螺旋

波导管构成，当入射光在波导管中沿 z方向传播

时，螺旋形状的波导管在 xy平面上做周期性圆周

运动，可诱导出一个等效的人工磁场，打破时间

反演对称性，得到Floquet拓扑相。由于缺乏在分

数维度中拓扑不变量的定义，我们在处理此问题

时将分数维度投影到整数维度二维空间中去，然

后进行实空间陈数的计算，体系

中的拓扑带隙对应于实空间陈数

为 1，也证明了该体系是具有拓

扑保护的。值得注意的是，通过

计算能谱及拓扑不变量，我们发

现在此拓扑分形晶格中，拓扑能

隙由多个小带隙构成，如图 2(b)

中红色区域所示。我们传统理解

认为，拓扑带隙小意味着拓扑态

的激发困难及拓扑保护性变弱，

所以能否在实验中实现拓扑分形

绝缘体是存在疑虑的。令人惊喜

的是，通过动力学演化的模拟，

我们发现与常规的拓扑绝缘体不

同，在分形晶格中存在着一个迁

移率隙 (mobility gap)保护着拓扑

边界态。这个原因在于，即使一

些本征的内部态分布在此迁移率

隙中，但是由于分形晶格内部的

破碎与割裂，内部态并不能与外

部的拓扑边界态有空间上的重合，

因而并不能通过演化而混合。

在实验中，利用飞秒激光直

写微纳加工技术，可以制备上述

具有周期性调制的谢尔平斯基分

形光晶格 (图 2(a)，G(4)分形晶

格)。在傍轴近似下，分形光子

晶格 (图 2(a))中光的传输方程可

类比为含时薛定谔方程并可用紧束缚模型准确描

述。实验结果如图 2(c)—(e)所示[20]，当倾斜的空

间高斯光束打在分形晶格边界上，外边界拓扑态

可以被激发。可以看到可见光会沿着边界单向逆

时针传输，在碰到样品锐利的拐角时不会被散射。

此外，在该分形晶格最大的中空边界上还存在内

部边界态，传播方向与外部边界态相反为顺时针。

在实验中可以观察到一个具有很高透射率的

传输谱，对应着理论中预测的迁移率隙[20]。通过

观察边界上边界态的传输还发现，在分形晶格中，

拓扑边界态的传输比传统蜂窝光子晶格中的拓扑

边界态快 10%，可为具有抗扰性的光传输提供一

图2 (a)具有周期性调制的谢尔平斯基光子晶格；(b)周期性调制的谢尔平斯基光子

晶格的准能量谱；(c)—(e)拓扑保护的边缘态[20]

图3 蜂窝晶格和分形晶格的拓扑相图[21] (a)模型结构图；(b)菱形蜂窝晶格的拓扑

相图。在原始的 Haldane 模型中，拓扑相变服从 |m| = |
|

|
| 3 3 t2 sin ϕ，用灰线标记。

0、+1和-1的Bott Index值分别用白色、蓝色和红色表示；(c)分形晶格的相图沿垂直

轴m被显著压缩约0.5倍。理论计算的耦合参数为：t1 = 1，t2 = 0.2
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种调控的手段。

3 分形陈绝缘体

上述在凝聚态与光子学中的进展改变了目前

我们对体—边对应关系的理解：拓扑特性不一定

依赖于内部体。然而，到目前为止，拓扑分形物

理学中对拓扑相图和分形之间的相互作用仍然知

之甚少。研究分形对拓扑相图的影响，可以借助

相图丰富的Haldane模型[26]，并考虑一个由两个谢

尔平斯基三角形组成的分形，图 3(a)展示了体系

的原理图，插图展示了 A、B 原子的放大图。此

分形的维度可以计算为 df =
ln (3)
ln (2 )

≈ 1.585。这个

体系的哈密顿量可以表示成

H =∑
ij

t1c†
i cj +∑

ij

t2e
iϕ ij c†

i cj

+m (∑
i ∈ A

c†
i ci -∑

i ∈ B

c†
i ci ) ， (1)

其中，c†
i, j (ci, j)是产生(湮

灭)算符， t1 和 t2 分别是

最近邻和次近邻的耦合

强度，ϕ ij是从位点 j向次

近邻位点 i跃迁时积累的

相位，m是A和B两个位

点之间的势能差。时间

反演和空间反演对称性

可以分别通过改变 ϕ ij 和

m来打破。在原始的Hal‐

dane 模型中，两种反演

对称性破缺之间的竞争

可以导致图 3(b)， (c)中

灰色线标记的拓扑相变。

由于分形结构缺乏

平移对称性，因此没有

明确定义的拓扑不变

量。通过将分形晶格投

影到二维空间上，并且

采用拓扑不变量指标博

特指标 (Bott index) [27，28]

来描述体系的拓扑性质。

图 3(b)，(c)分别展示了蜂窝晶格和分形晶格中，

Bott index 与 ϕ和 m 的关系。在经典的 Haldane 模

型中，拓扑相的转变点发生在 |m| = |
|

|
| 3 3 t2 sin ϕ

这条灰线上。这些线连接了两个具有不同陈数 v

从 0变到 1或-1的区域。对于蜂窝晶格(图 3(b))，

根据Bott index计算的相图与根据陈数计算的相

图一致。Bott index等于 0、+1和-1的区域分别用

白色、蓝色和红色表示。Bott index等于±1和 0之

间的转变与理论预测(灰色线)重叠。而对于分形

晶格，相图(图 3(c))沿着垂直方向被压缩至 0.5倍，

这是由于晶格位点数量的减少，需要较少强度的

空间反演对称破缺来平衡时间反演对称破缺。

这种拓扑相图的压缩同样挑战了“体—边对

应”关系。传统的体—边对应认为，动量空间出

现非平庸的陈数[29]对应着晶格边缘产生单向传输

的边缘态，即晶格系统的内部结构，决定了系统

边缘出现的拓扑现象。这意味着无论对晶格的边

图4 分形拓扑边缘态的观测[21] (a)，(b)三层单元和五层单元传播后外部拓扑边缘状态的声强

分布；(c)，(d)向左移动声源使声波通过钝角传播，并沿边缘向下传播；(e)，(f)三层和五层内拓

扑边缘态的声强分布；(g)，(h)存在缺陷(蓝色箭头标记处)时，在三层和五层传播之后的边缘状

态的强度分布。注意，该图中的拓扑系统对应于图3(c)中的点X。红色箭头表示声音传播的方向
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界进行怎样的裁切，都将得到同样的拓扑相图，

因为拓扑的边界是由“体”决定的。而我们的模

型沿用了 Haldane 模型的蜂房晶格，仅仅改变了

晶格的边缘形状，但却得到了截然不同的拓扑相

范围。因此这种压缩的拓扑区域可能会给维度与

拓扑的相互作用带来新的视角。

在实验中，通过设计三维声学结构可以模

拟出上述的分形物理模型，然后通过声学测量

来实验观测。图 4(a)— (d)展示了 ϕ =
π
2
，m = 0

(点 X 处)的拓扑边界态的传输性质。通过声源阵

列发出频率为 11718 Hz，动量为 kz =
π

2dz

的声波，

这表明声波不仅在 x—y平面内传播，而且在 z平

面内传播。在第三层和第五层(图 4(a)，(b))，可

以观测到声波沿着外边缘传播而不会渗透到

“体”内，并且对尖角散射具有抗扰性。当移动

了声源阵列的位置后，边界态也会随之移动，绕

过样品的钝角位置，向下传播(图 4(c)，(d))。对

于内部边缘(图 4(e)，(f))，也可以观测到同样的

行为。由于体系存在拓扑保护，声波在缺陷周围

传播而无背向散射。当在图 4(g)，(h)蓝色箭头所

示的位置存在缺陷时，声波会绕过缺陷进行传

播，而不是发生散射。我们注意到，在自相似性

被破坏的缺陷周围，声波沿着单“原子”路径移

动，这将拓扑保护的边界态传输推到“单原子”

水平。

4 分形中的高阶拓扑态

高阶拓扑绝缘体是一种新的拓扑相，其局域

的拓扑态具有更低的维度，且出现于“边界的边

界”上[30—36]。有一种经典的办法是基于Benalcazar

—Bernevig—Hughes (BBH) 模型的四极子绝缘

体[25]，它具有为零的体偶极矩但量子化的体四极

矩。由于扩展的高阶体—界对应原理，二维(2D)

四极子绝缘体支持 0D间隙内角态和 1D间隙边缘

态。另一种经典的方法是直接将一维Su—Schrief‐

fer—Heeger (SSH)模型推广到更高维度[37—41]。通

过改变二维系统中胞内和胞间隧穿的相对强度，

我们可以诱导出一个二阶拓扑相，其拓扑不变量

是偶极子极化，而不是四极矩。在过去的十年中，

这些方法丰富了对传统拓扑绝缘体的研究[4]。到

目前为止，高阶拓扑绝缘体已经在经典波系统中

得到了广泛的研究[36]，如光子学、声学和电路，

并在与非厄米、无序和非线性的相互作用方面产

图5 分形晶格的拓扑相图[19] (a)能谱是胞内隧穿的函数。灰色和蓝色的曲线表示“体”和“边缘”状态，而红色、黄色和绿色的

曲线表示外角态、内角态A和内角态B；(b)被压缩的拓扑区域。灰色和红色的点分别对应于方形和分形晶格；(c)—(f)外角态、内角

态A、内角态B和边缘态的总空间分布；(g)外角态、内角态、边缘态和分形晶格的尺寸作为迭代次数的函数
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生了新的研究前沿。

最早在分形晶格上实现的高阶拓扑绝缘体

起源于 2019年的理论工作[42]，其在谢尔平斯基地

毯上实现了二阶拓扑态。随后二阶拓扑态又被推

广至一个拼接的谢尔平斯基三角形[17]。分形高阶

拓扑绝缘体的实验实现则在 2022 年由两个独立

的研究团队同时完成[18，19]，分别在声学分形晶格

中基于二维 SSH模型和 SSH模型实现了高阶的拓

扑态。

以 BBH 模型为例，其在谢尔平斯基地毯几

何的作用下产生了蝴蝶形状的分形能谱，如图 5

(a)所示。能谱只在非常小的范围维持简并，暗示

了分形高阶拓扑绝缘体的拓扑范围也被压缩了，

这可以通过高阶拓扑绝缘体的拓扑不变量四极矩

验证[43]，如图 5(b)所示。能谱的分形特性则是由

其丰富的拓扑态带来的。由于谢尔平斯基地毯具

有非常多的孔洞，其在孔内产生了丰富的内角

态，如图 5(c)—(f)所示。这些内角态对应不同的

能量，出现在能谱的不同区域，并且随着晶格迭

代次数增加，这些内角态的数目也不断增加，这

直接导致了分形能谱的出现。同时，内角态具有

随晶格增加的性质，导致其维度不再为零。如图

5(g)所示，我们计算了内角态的维度，发现内角

态、边缘态和晶格本体具有相同的维度，这是在

整数维拓扑绝缘体当中未曾出现的现象。而这种

独特的性质，可将“高阶”的含义推广至更广阔

的范围。

5 总结与展望

我们简要回顾了拓扑分形物理的研究历程，

主要介绍了分形中 Floquet 拓扑态、陈绝缘体和

高阶拓扑态的实验进展。与传统的拓扑绝缘体

不同，这些分形的拓扑体系具有许多新奇的特

性，例如具有被压缩的拓扑相，以及拓扑边界

态分布于不同代的分形几何中。这些新颖的特性

可引发我们对空间维度与拓扑物理之间相互作用

的思考。一些有趣的问题也应运而生，例如分数

维度中的拓扑如何定义、如何分类？确定性分形

和随机分形中的拓扑态如何构建？拓扑绝缘体的

存在是否具有分数维度的下限呢？分形几何与拓

扑物理的结合是否能启迪一些新的应用？随着对

分形晶格拓扑态的探索以及对于维度和拓扑态相

互作用研究的逐渐深入，相信这些问题能够得到

回答。

此外，我们还注意到，分形晶格中的量子霍

尔效应呈现出了独特的非整数霍尔电导[3]；在强

关联多体分形系统中，也可以存在分数量子霍尔

效应[44]。鉴于此，我们有理由相信，分形几何作

为一个新兴的学科(国家自然科学基金的重点项目

领域)，在其中探索非凡物态的研究才刚刚开始，

如拓扑态、非厄米趋肤态、多体局域相变等，有

望在与非厄米物理、非线性光学、多体物理和量

子光学等相互作用中启迪一些新的科学前沿。
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