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摘 要 量子力学创立伊始，狄拉克就关注到了一般表示的问题，其后量子力学

的发展又引入了福克态、相干态等表示。好的表示应能提供正交归一的完备基，同时又能

给出问题的严格解析解或者允许方便地得到近似解，但这常常是做不到的。我们意识到此

前得到的相干态正交化方法恰恰满足表示理论的一般性要求，且因为包含自由参数为构造

归一化的完备正交基实际上提供了无限的选择，这样甚至在解决问题的过程中都可以灵

活地选择不同的表示，从而带来计算量的大幅减小。通过对不同耦合强度下的近共振态

Rabi模型最初 10个能级的计算，并同关联的 JC 模型的结果相比较，验证了相干态正交化

方法的有效性。

关键词 表示理论，归一化完备正交基，相干态，相干态正交化，Rabi模型

Abstract Just when quantum mechanics was created, Dirac discussed the representation

theory for it, and later it evidenced the introduction of representations based on Fock states, coherent

states, etc. A good representation should provide a complete set of orthonormal basis functions,

which allows for an analytical solution of the problem, or the easy attainment of numerical

approximation, but it is, however, usually unrealizable. The normalized coherent states we

achieved before meet the requirements upon a good representation, in fact, they even provide

infinite possibilities for setting up a complete set of orthonormal basis functions since it contains

free parameters, thus allowing for choosing alternative representations in due course of attacking

a problem, which in turn significantly reduces the computational demands. The first ten energy

levels for the Rabi model in the near resonance configuration, with different coupling strengths,

were calculated and brought into comparison with that for JC model, the results, as anticipated,

confirmed the effectiveness of our method.

Keywords representation theory， complete set of orthonormal basis functions， coherent

state，orthogonalization of coherent state，Rabi model
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1 导言

量子力学创立伊始，狄拉克就关注到了表示

问题在量子力学中的重要性。在其 1930年出版的

《量子力学基本原理》一书[1]的第三章中，狄拉克

就表示的一般性条件作了系统的讨论。给定一个

可交换观测量的完备集，可以构建起一个正交表

示，其基矢量是这个可交换观测量完备集的共同

本征矢量(simultaneous eigenvectors)。这个正交表

示基矢量的一个方便标记可以是可观测量完备集

的本征值。更进一步地，我们还要求基矢量是可

归一的，而这并不总是可行的。表示的一个宗旨

是为了让问题尽可能显得简单，最好是能获得严

格的解析解。在量子力学此后的发展过程中，福

克(Fock)于 1932 年引入了福克表示[2]，克劳德于

1960 年引入了相干态表示[3]，都有力地提升了量

子力学表达问题与求解问题的能力。顺带说明一

下，为了和数学上的群表示等概念一致，同时也

是为了方便看清楚它们之间的关联，本文中我们

将使用“表示理论”一词来指称 representation

theory而非如一些中文文献那样使用“表象理论”

一词。有必要指出，狄拉克的 representation

theory 中的 representation 可以是偏抽象意义的，

而提及一个状态矢量的具体表示，即状态矢量相

对于一组基的坐标时，狄拉克用的是 representa‐

tive 一词。关于这一点，提请读者朋友在阅读文

献时注意区别。

在《无量纲量子力学态矢表示》一文中[4]，

我们阐述了量子理论中要使得各个基本原理相互

间能自洽，则量子力学状态矢量必须是无量纲的。

一来作为函数的对应物，这应该是状态矢量作为

一个数学对象的应有之义；二来这也是物理角度

对状态矢量的要求——状态矢量表征的是独立于

观测之外的物理存在的状态。物理量，或者严格

地说可观测量，有量纲的问题，其反映了物理量

之间的一些内禀关系，但是对物理量所存在的状

态的抽象描述，自然应该是无量纲的。狄拉克书

中给出的坐标表示{ }x 和动量表示{ }px 这两个

具体表示就不满足无量纲的要求[1]，狄拉克未深

究这个问题，所幸近年来又引起了关注[5，6]。在文

献 [4]中，我们构建了与狄拉克的表示 { }x 和

{ }px 相对应的无量纲态矢集{ }q 和{ }p ，但是

也注意到了{ }q 表示和{ }p 表示依然是不能归一

的。不能归一的表示会带来诸多问题，我们倾向

于认为其是不能提供状态空间的基矢集的。

不妨换个思路考虑这个问题。狄拉克提出的

表示理论具有普遍意义，构造表示是量子力学必

要的课题之一，这一点参照群表示论研究的意义

就很好理解了。表示不必然是唯一的，针对不同

的物理系统或者物理性质的研究，甚至是在一个

问题表述之不同阶段，可能都允许表示的灵活选

择，这也恰是福克引入量子化波函数的工作所体

现的精神[2]。自然地，我们面临如下的问题：除

了人们熟知的这个Fock态矢集{ }n 之外，还有没

有其他的可表示状态空间的基矢集，即是否存在

其他的具体表示？如果有，这些表示(可以)有正

交归一的完备基矢集吗？针对上述问题，本文将

给出一个正面的回答。

2 相干态正交化

我们构造表示的努力源起量子理论中的另一

个重要话题。量子理论中的一个重要基本问题是

系统的演化问题，为此要求解系统的动力学方程。

然而，人们注意到除了少数几个特例，这包括无

限深方势阱、谐振子、球对称势以及 JC (Jaynes—

Cummings)模型[7，8]，几乎没有严格解析可解的其

他情形。故此，作为量子力学发展基础的对量子

原理的扰动处理，当然这本是经典力学方法的恰

当运用，有了针对量子力学独有的新进展。微扰

论适用于弱耦合情形，在量子理论发展初期被成

功地用于处理一些弱耦合的问题，比如弱外场下

的跃迁问题。当前的实验技术实现了大量的强耦

合系统，则如何求解强耦合系统的量子力学问题

便成了急迫的课题。针对弱耦合情形而来的微扰

论无法胜任，人们迫切期待发展出能够用于强耦

合系统的计算方法，即非微扰理论。在众多的试
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图求解强耦合体系问题的非微扰研究中，本文将

表述其中的一种理论，其与我们要回答的关于表

示理论的问题密切相关。

在囚禁粒子的装置中，被囚禁粒子与空腔中

的光场相互作用，这带来了所谓的腔量子电动力

学此一热门领域。如果粒子与腔场之间的作用足

够弱，则在近共振的情形下，一个被囚禁二能级

粒子与单模腔场相互作用的系统在旋波近似的前

提下可以用 JC模型描述，其哈密顿量为

H =
Δ
2
σz + λ (aσ+ + a+σ-) + ωa+a ， (1)

其中 σz是泡利矩阵的 z分量，σ+，σ-是二能态的升

降算符，Δ是二能态的能量之差，ω是场的角频率

(模型已约定 ℏ = 1)，λ是耦合常量。有意义的是，

JC 模型是量子理论后来发现的唯一严格可解问

题。此模型严格可解的物理原由是其能量本征态

被限制在状态空间的一个小的子空间里了。若令

系统的定态解取如下形式：

= e Φ1 + g Φ2 ， (2)

其中 e ， g 分别表示被囚禁粒子的上、下态，

Φ1 ， Φ2 是相应的腔场态矢部分。基于系统的

定态会局限于状态空间的一个子空间中的考虑，

可假定 Φ1 ，Φ2 取如下的形式：

|Φ1
(n ) = Cn n ，

|Φ2
(n ) = Dn n + 1 .

(3)

将式(2)和(3)代入定态方程：

H = ε ， (4)

立即可得：

E (±)
n =

1
2
é
ë
êêêê ù

û
úúúú( )2n + 1 ω ± ( )∆ -ω

2
+ 4λ2( )n + 1 ，

(5)

以及：

C (+)
n

D(+)
n

=
λ n + 1

E (+)
n -nω -

Δ
2

，

C (- )
n

D(- )
n

=
λ n + 1

E (- )
n -nω -

Δ
2

.

(6)

这样的结果是严格的，同时说明(3)式的预设是正

确的。

但是，如果被囚禁的二态粒子同腔场间的耦

合不是那么弱，则在耦合较强时非旋波项不再可

以忽略，这时二态粒子—腔场耦合系统应由Rabi

模型表述，相应的哈密顿量为

H =
Δ
2
σz + λ (a + a+ ) (σ+ + σ-) + ωa+a . (7)

将式(7)与式(1)作比较，可以看到式(7)中多了 a+σ+

和 aσ-两项。这两项的出现，使得一个确定的定态

不再保持在上态只含 n 、下态只含 n + 1 这样的

子空间中了。如此，严格求解就成了一个难题。

求解Rabi模型因其重要性在过去二、三十年间受

到了众多研究者的关注。

在已发表的许多研究工作中，有这样的一种

求解方法与此处讨论的问题有关，可用来解Rabi

模型以及其他的具有较强耦合的问题。2006年，

汪克林与合作者第一次提出相干态正交化方法，

给出了 Holstein 模型的精确解[9]。紧接着在 2007

年，Irish也提出类似的方法，将旋波解推广到了

强耦合的情形[10]。该方法大致思路如下。注意到

从 JC模型过渡到Rabi模型时增加了非旋波项，这

打破了腔场的状态矢量仅局限于一个只涉及 n 及

n + 1 的小的子空间的限制。如果将腔场态再用

Fock态矢集{ }n 展开的话，则一定需要纳入许多

的 n 。即使在近似的情形下，在某个大数N对应

的基矢量 N 处作截断，所要求的截断 N 值也会

很大，甚至使得数值计算不再具有可行性。由此，

我们想到如果不将腔场用 Fock 态展开，而是改

用相干态展开，就会破解这一困难。给定一个相

干态：

α + iβ = exp é
ë
êêêê ù

û
úúúú-

1
2

(α2 + β2 ) + (α + iβ )a+ 0 ，

(8)

进一步地可表示为

α + iβ =exp é
ë
êêêê ù

û
úúúú-

1
2

(α2 + β2 ) ∙∑
m

(α + iβ )m

m!
(a+ )m 0

= exp é
ë
êêêê ù

û
úúúú-

1
2

(α2 + β2 ) ∙∑
m

(α + iβ )m

m!
m .

(9 )

从上式可以看出，一个相干态包含了Fock态矢集

{ }n 。不过，这里 Fock态矢量的权重是确定的，
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单独一个相干态不可能构成解，必须用系列的相

干态的叠加。一种可能性是取如下的展开形式：

= ∬F (α, β ) α + iβ dαdβ ， (10)

或者

=∑
n

fn (a+ )n α + iβ . (11)

这两种展开虽然都凭借有限项就包含所有可能的

Fock 态 ， 但 存 在 不 同 的 { }α + iβ 或 不 同 的

(a+ )n1 α + iβ 以及 (a+ )n2 α + iβ 之间无正交性的问

题，需要寻求具有正交性的相干态矢集，于是自

然产生了实现相干态正交化的想法。为简单起见，

我们用仅有一个参数 α的相干态为例来说明如何

做到这一点。取

α = exp ( )-
α2

2
+ αa+ 0 ， (12)

引入新的算符：

A = a -α ，

A+ = a+ -α ，
(13)

如同a，a+，算符A，A+满足如下的对易关系：

[ ]A, A = [ ]A+, A+ = 0 ，

[ ]A, A+ = 1 .
(14)

因为

A α = (a -α ) α = (α -α ) α = 0 ， (15)

故可将 α 记为 0 α = α ，则可将式(15)改写为

A 0 α = 0 ， (16)

0 α是新算符A的“真空态”。

定义新的数算符：

n̂α = A+ A ， (17)

以及新的态矢集{ }n α ， n α是算符 n̂α的本征态，

n̂α n α = n n α ， (18)

则有：

n α =
1

n!
( A+ )n 0 α ， (19)

满足：

α
n1 n2

α
= δn1，n2

. (20)

如此则实现了正交归一的相干态。在得到正交化

相干态的态矢集{ }n α 后的若干年中，作者之一

(汪)与合作者将之用于求解Rabi模型、Dick模型

等，都获得了令人满意的结果[7，8]。

3 正交化相干态作为表示

有了以上的铺垫后，再回过头来讨论我们要

考虑的表示问题。当把上述的求解量子力学动力

学的相干态正交方法同当年狄拉克所阐述的一般

表示理论相联系时，才发现我们得到的态矢集

{ n α}其实是满足狄拉克表示理论的一种具有普适

用途的表示。

由任意 α + iβ 表示的相干态所构造的一组态

矢集{ }n α + iβ 不是原来的 Fock态矢集{ n }。实际

上，每一个态矢集{ }n α + iβ 都是一个正交归一的

完备集，它们还是无量纲的，故都可作为量子表

示的一组基矢集，即提供一种表示。参数(α, β)

的取值不同就带来一个不同的表示，有无限多的

选择。

至此，我们实现了一种满足狄拉克表示理论

期待的具体表示，而且藉此还可以理解为什么相

干态正交化方法对于求解强耦合问题是可行的。

我们将看到，正交化相干态表示满足表示理论的

思想初衷，即针对不同问题，甚至是针对同一问

题的不同求解阶段，选择合适的表示会使求解更

加简单可行。

3.1 求解Rabi模型

相干态正交化得到的正交归一且无量纲的完

备矢量集可作为表示理论的一个实现，接下来我

们以求解Rabi模型为例展示这样的表示理论应用

于量子力学基本动力学问题的能力。选择Rabi模

型出于如下考虑：一是因为Rabi模型是非常重要

的物理模型，它比较简单但其近似计算仍然需要

巨大的计算量，将相干态正交化方法用于其上会

有明显可见的效力；其二，比较重要的一点是，

它有一个与它密切有关的严格可解的 JC模型作为

比照背景，可用于检验计算结果的可靠性。

Rabi模型的哈密顿量见式(7)，过去已有许多

研究，我们现在采用相干态正交化得来的状态矢
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量集进行研究。在研究过程中我们注意到，过去

的未经挑剔的普遍做法是，选定了一个特定的表

示，便会将这个状态空间连同基矢集固定下来，

始终在一个固定的表示的基础上去面对问题，比

如求解系统的所有定态，即能量算符的本征态。

现在当我们明白相干态正交化提供了好的表示时，

则在求解系统的不同定态时可以灵活地取不同的

表示来计算。如果在计算中可以针对基矢量的完

备集求和，自然根据表示理论用任何表示都会得

到同样的结果；但是，在近似计算中必须作恰当

的截断。显然，若对不同的对象选取不同的表示

(状态空间及基矢量完备集)却都能实现在相对

较小的截断下获得同样的精度，那无疑是极有价

值的。

将相干态正交化方法用于求解Rabi系统的定

态问题，过程、过程的优化以及结果讨论简单叙

述如下。为简单起见，采用式(13)—(20)中的含一

个参量 α 的相干态而非一般的 α + iβ 相干态表

示。将式(7)中的哈密顿量 H 改为用 A(α)，A+ (α )

表示：

H =
Δ
2
σz + ω ( A+ A -αA -αA+ + α2 ) + λ ( A + A+ -2α )σx . (21)

系统的定态矢量可相应地表示为

= e ∑
m

ψ1m m α + g ∑
m

ψ2m m α ， (22)

将式(21)—(22)代入定态方程：

H = E ， (23)

经过推演，得到两态对应的联立方程组：

Δ
2∑m ψ1m m α + ω∑

m

mψ1m m α -ωα∑
m

m ψ1m m -1
α
-ωα∑

m

m + 1 ψ1m m + 1 α + ωα2∑
m

ψ1m m α +

λ∑
m

ψ2m m m -1
α

+ λ∑
m

m + 1 ψ2m m + 1 α -2λα∑
m

ψ2m m -1
α

= E∑
m

ψ1m m α ， (24)

-
Δ
2∑m ψ2m m α + ω∑

m

mψ2m m α -ωα∑
m

m ψ2m m -1
α
-ωα∑

m

m + 1 ψ2m m + 1 α + ωα2∑
m

ψ2m m α +

λ∑
m

ψ1m m m -1
α

+ λ∑
m

m + 1 ψ1m m + 1 α -2λα∑
m

ψ1m m α = E∑
m

ψ2m m α ， (25)

利用{ }| m
α
的正交归一性，可得方程：

(
Δ
2

+ mω + ωα2 )ψ1m -ωα m + 1 ψ1m + 1 -ωα m ψ1m -1 + λ m + 1 ψ2m + 1 + λ m ψ2m -1 -2λαψ2m + 1 = Eψ1m ，(26)

(-
Δ
2

+ mω + ωα2 )ψ2m -ωα m + 1 ψ2m + 1 -ωα m ψ2m -1 + λ m + 1 ψ1m + 1 + λ m ψ1m -1 -2λαψ1m = Eψ2m . (27)

基于此，可以通过数值计算求得能量本征值。

3.2 计算结果与分析

将式(21)中哈密顿量的参数 Δ选为能量单位，

参数 ω，λ依此能量单位设定。为了让计算结果

能更清楚地显示表示理论的意义，我们为 Rabi

模型选择了两种近共振的参量，分别为 Δ = 1，

ω = 0.9 和 Δ = 1，ω = 1.1。为了检验耦合从弱到

强的情况，将耦合强度取为 λ=0.001，0.005，0.01，

0.05，0.1，0.5。针对每一组参数 ( Δ，ω，λ )对应

的情形，我们计算了定态的能量本征值。在设定

的截断条件下针对特定的表示所用到的参数 α值

会粗略地在 α ∈ ( ]0, 10 间扫描以计算出最初的 10

个能级。针对求解每一组参数对应情形的最初 10

个能级之过程与结果展开讨论，对应的 JC模型已

确立了的最初10个能级值同时列出供比较(表1)。

我们注意到，在同样的截断下，针对每一个

能级，所得的能量值都随表示式(12)中的参数α而

改变，但能级都会有一个最小值。表 1显示的是

针对系统参数值为 Δ = 1， ω = 0.9， λ = 0.001

时，即弱耦合情形，在一定截断下计算得到的最
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初 10个能级的最小值，以及算得最小值时为表示

所选择的 α值。对应这最初的 10个能级，算得最

低值时的表示参数 α分别为 α=10, 4, 10, 4, 10, 4,

10, 5, 10, 5。因为是弱扰动的情形，计算得到的结

果同 JC模型的值偏离不远，这可看作是对我们方

法的肯定。若仅进一步增加截断值，则这 10个最

初能级的最小值仅有可忽略的精度改进。但是，

若针对指定的能级固定截断值而选择其他的表示

参数 α值进行计算，则会造成自最小值的明显可

见的偏差。换句话说，在设定不是足够大的截断

的前提下，如果只用一个确定的 α值进行计算，

则只能算出一个或几个满足精度要求的能级值而

不是全部。如果要求所有能级值都满足较高的精

度要求，唯一的出路是加大截断值。但是，对于

Rabi模型之类的问题，由此带来的计算量的增加

是不可承受的。这里，在表示理论思想的指引下，

我们认识到可以不用为问题固定一个具体的表示，

尽管表示是合理的，而是针对一个确定系统的单

个能级都可以灵活地选择合适的表示。这个认识

上的突破会带来计算量的大幅减小，让许多本来

原则上不大可能计算的问题有望得到解决。

针对大耦合参数 λ的情形，利用相干态正交

化方法也容易计算，例见表 2，此处不作深入讨

论。随着耦合参数 λ的加大，Rabi模型的最初 10

个能级与 JC 模型值的偏差变大，这也是应有之

义。值得注意的是，在计算的所有情形中，即针

对 Δ =1； ω =0.9， 1.1； λ =0.001， 0.005， 0.01，

0.05，0.1，0.5的所有不同组合，基态能级的Rabi

模型值同 JC模型值之差总比其他能级来得更大一

些，初看起来这似乎有点无法理解。其实，这一

现象更加肯定我们计算的可靠性。造成这一现象

的原因来自 JC模型与Rabi模型的差别除了在于有

无非旋波项外，实际上还有另外一个实质的不同，

那就是 JC 模型中的 g 0 项，即粒子处于下能

态、腔场为真空的哑态，它在 JC模型中不会参与

相互作用但在Rabi模型中却因非旋波项的存在也

参与了相互作用，而这个相互作用显然对最低能

量态影响较大。
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表1 针对参数为Δ = 1，ω = 0.9，λ = 0.001时的计算结果

JC模型值

能级的计算最小值

对应的α值

绝对值误差

1.3

1.2809

10

0.014668

1.4

1.4007

4

0.0005018

2.2

2.1802

10

0.0089757

2.3

2.301

4

0.0004314

3.1

3.0795

10

0.0065865

3.2

3.2018

4

0.00055372

4

3.9789

10

0.0052709

4.1

4.1022

5

0.00052706

4.8999

4.8782

10

0.0044372

5.0001

5.0025

5

0.00048082

表2 针对模型参数为Δ = 1，ω = 0.9，λ = 0.5时的计算结果

JC模型值

能级的计算最小值

对应的α值

绝对值误差

0.64113

0.078149

1

0.87811

2.0589

0.88004

2

0.57256

1.3825

1.5998

2

0.15712

3.1175

2.1601

2

0.3071

2.1488

2.3414

2

0.089677

4.1512

4.3421

3

0.045971

2.9308

4.8835

3

0.66625

5.1692

5.5415

3

0.072034

3.7242

5.6344

3

0.51291

6.1758

7.8553

4

0.27196
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