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1 引言

在19世纪和20世纪之交，新的

实验事实和经典物理体系之间的矛

盾变得尖锐了起来。建立新力学体

系的要求变得迫在眉睫，量子力学

应运而生。在此过程中，海森伯

(Heisenberg)于 1925年取得了划时代

的突破[1] ( 下文称之为《海森伯

1925》)。温伯格 (Weinberg)对此有

过这样的评价, 大意是：好的物理工

作往往可以分为两类，一类是智者

的工作，另一类是魔法；前者是可

以理解的，后者则难以理解，而

《海森伯1925》是真正的魔法。

在《海森伯 1925》之前，量子

物理已经发展了四分之一个世纪

之久，成果斐然。量子论源于 1900

年普朗克 (Planck)对黑体辐射的研

究；在此之后，经历了 1905年爱因

斯坦(Einstein)的光子说、1911年玻

尔—索莫菲 (Bohr—Sommerfeld)的

半经典量子化、1924 年德布罗意

(de Broglie)的物质波等发展阶段。

总体来说，当时量子物理尚处于旧

量子论(半经典)阶段。新的量子概

念嫁接在经典物理的基础之上，彼

此之间存在着难以调和的矛盾，离

建立一个完善的新力学体系还有不

短的距离。

在《海森伯 1925》的突破之

后，量子物理进入了现代量子力学

阶段，开始了雨后春笋般的发展。

同年，玻恩(Born)和约当(Jordan) [2]

系统地推进了海森伯的思想(下文称

之为《玻恩约当 1925》)，将其建立

在了稳固的数学基础之上。狄拉克

建立了量子对易关系和经典泊松括

号之间的对应[3] (下文称之为《狄拉

克 1925》)。玻恩、海森伯、约当进

一步把《玻恩约当 1925》中建立

的一维矩阵力学推广到了多维系

统[4]。他们的共同努力开创了量子

力学的第一种现代表述形式——矩

阵力学[5]。

另一方面，薛定谔(Schrödinger)

几乎同时在沿着德布罗意物质波的

方向进行研究。稍晚于海森伯，他

于 1926年发表了物质波的波动方程

——薛定谔方程，开创了波动力

学。矩阵力学和波动力学是现代量

子力学最常见的两种表达形式，互

相等价。此外，量子力学还有费

曼(Feynman)的路径积分形式，此形

式在现代量子场论中起到了重要的

作用。

在矩阵力学的框架下，求解氢

原子的工作由泡利完成，发表于

1926 年[6]。解出的原子能级和光谱

实验的跃迁频率符合得很好，这表

明新的力学体系通过了实验的检

验。几乎同时，薛定谔也完成了在

波动力学的框架下求解氢原子能级

的工作。

量子力学的教学往往从波动力

学的观点出发，其基本概念(例如波

函数)和经典力学差别较大。相比较

而言，矩阵力学在最大程度上保留

了经典力学和电磁辐射理论的基本

概念。《海森伯 1925》的题目是

“Quantum theoretical reinterpretation

of kinematic and mechanical rela‐

tions”，表明了量子力学和经典理论

之间密切的继承关系。

本文将对矩阵力学的创立过程

提供一个简明且基本完整的介绍。

主要参考文献为文献[1，2]的英文

译稿和文献[3]，以及后世的文献解

读[7，8]。

本文后面部分的结构解释如下：

第 2 部分回顾必要的经典物理学背

景知识，包括经典力学和经典电磁

辐射理论；第 3部分回顾 1925年之

前的旧量子论及相关的背景，包括

黑体辐射、原子光谱、玻尔半经典

理论等；第4和第5部分是本文的核

心，分别介绍两篇名作《海森伯

1925》和《玻恩约当 1925》，给读

者演示这两篇划时代的论文是怎样

创立矩阵力学的；第 6 部分介绍

《狄拉克 1925》中的要点，即正则
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量子化；第7部分总结全文。

本文不是物理学史的研究工

作，所以并不追求和原始文献字面

上的一致。为了方便读者，本文尽

量使用当代物理的语言和符号习

惯，对原始文献进行了重新表达。

在不影响理解物理图像的原则下，

略去了原始文献中比较繁杂的部

分。本文的主要内容曾以讲座的

形式通过蔻享线上直播并可回放

观看[9]；相关的科普内容曾在“高

山科学经典”读书活动中做过线上

讲座[10]。

2 经典物理的回顾

2.1 作用量和相角

一个经典力学的周期运动，可

以用作用量和相角 ( J, θ ) 来描述，

它们是一对共轭的广义动量和坐

标。在量子化的过程中，这个方法

起到了至关重要的作用。下面以一

维简谐振子为例来简单地介绍。

我们用动量 p和坐标 x来描写简

谐振子的状态，其哈密顿量为 H =

p2

2m
+

1
2

mω2 x2。对于保守系统来

说，哈密顿量是守恒量，其值称作

能量 E。动量和坐标构成的二维空

间称为相空间，其中的点 ( p, x ) 代

表振子的一个状态。如果给定一个

初始状态，其时间演化由哈密顿正

则方程 ṗ = -
∂H
∂x

，ẋ =
∂H
∂p

来决定。

振子的状态在相空间的轨迹形成一

个圆，可以由相角 θ = ωt为参数来

表示，

p/p0 = cos θ，x/A = sin θ ， (1)

其中A是振幅，p0 = mωA。

在一个周期里面，相角 θ变化

了 2π。相应的轨道在相空间中所围

的面积叫做作用量 J，由下式定义，

J = ∮ p dx/2π . (2)

对于一维谐振子，很容易得到能量

和作用量的关系：E = Jω。

在经典物理中，当振子静止的

时候，相空间的轨迹圆就缩成了一

个点。我们将看到，在量子力学里

面，此圆的面积有个最小的值，不

可以小到零。

对于一般的封闭轨道的周期运

动来说，J ( E ) 是 E 的单变量增函

数，通过求解反函数，哈密顿量可

以表示成 J的单变量函数H ( J )。相

应的哈密顿方程变为

J̇ =
∂H
∂θ = 0，θ̇ =

dH
dJ

= ω ， (3)

第一个方程表示 J 守恒，第二个方

程表示 ω = dE/dJ ，其中 ω不再是

常数。

( J, θ )通过正则变换和 ( p, x )相

联系，即 pdx = -θ d J + dS ( x, J )。

该 变 换 的 生 成 函 数 S ( x, J ) =

∫ x

p (q, J ) dq，即动量沿着一条轨道

对坐标进行积分，而该轨道的作用量

为 J。这给出p = ( )∂S
∂x

J

，θ = ( )∂S
∂J

x

。

2.2 麦克斯韦电磁辐射理论

经典物理的一个代表成就是麦

克斯韦电磁场理论，该理论预言了

电荷振荡产生电磁辐射。电偶极振

荡的辐射功率P和加速度 a的关系，

可以通过简单地量纲分析而得到：

[ ]功率 =
[ ]能量

[时间 ]
=

[ ]电荷
2( )[ ]时间

[ ]长度

3( )[ ]长度

[ ]时间
2

2

，(4)

由此可得 P ∼ e2

c3
a2。这与经典电磁

辐射理论给出的结果是一致的，只

差一个值为2/3的因子。

考虑一个周期运动模式 n，其

频率为 ωn，将其位移 xn ( t ) 做傅里

叶分解，得

xn ( t ) = ∑
l = -∞

+∞

xn ( l ) e- ilωnt . (5)

其 发 射 电 磁 波 的 功 率 频 谱 为

Pn =∑
l = 1

∞

Pl( )n ，其中Pl( )n ∼ e2

c3
l4ω4

n×

|| xn ( l )
2

。频率ωn本身称作基频，其

他频率是ωn的整数倍，称为倍频。

在 1911年，卢瑟福通过实验建

立了原子的有核模型，电子绕着原

子核转。根据麦克斯韦理论，电子

将发射电磁波而损失能量，最终掉

到原子核上。但是我们知道原子是

稳定的，这是一个在经典物理里面

无法解释的矛盾！

3 旧量子论回顾

3.1 黑体辐射

量子的概念起源于 1900年普朗

克对黑体辐射功率频谱分布的研

究。例如，太阳光粗略地说是温度

为 6000 K的黑体辐射，其辐射功率

主要分布在红外和可见光频段。但

是根据经典统计物理导出的结果和

这个观测是矛盾的。

考虑一个频率为ω的电磁模式。

经典能均分定理给出它的平均能量

和频率无关，即 u (ω ) = kBT。在高

频区，电磁模式的态密度以 ω2 增

长，所以其辐射功率的分布在紫外

区发散，这被称为“紫外灾难”，显

然不符合事实。实验结果指出，黑

体辐射的频率分布仅在低频极限

(ω → 0)符合能均分定理；而在高

频极限(ω → ∞)，则呈现出指数衰

减，即u (ω ) ∝ e
-
ℏω
kBT
。这两个极限之

间的差别非常大，看起来难以用统

一的框架来描写。

普朗克基于其深厚的热力学修

养，拟合出普朗克公式，消除了紫

外灾难。他把低频区和高频区的电

磁模式当作两个子系统，熵最大化
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的原则要求它们之间以共同的温度

达到热平衡 ( )∂S
∂u

V

=
1
T
。根据 u和 T

在低频和高频区的不同关系，分别

计算 ( )∂2 S

∂u2
V

=
∂
∂u ( )1

T
。则可以得到

在 ω → 0 和 ω → ∞ 时，
∂
∂u ( )1

T
分

别趋近于 -
kB

u2
以及 -

kB

ℏωu
。这样

低频区和高频区就很接近了，可

以被统一地拟合，有
∂
∂u ( )1

kBT
=

-
1

u (u + ℏω )
，由此容易解出，

u ( )ω =
ℏω

eℏω/kBT -1
. (6)

基于式(6)很容易导出普朗克公式，

不再赘述。

普朗克公式和经典物理是不相

容的。要导出式(6)，普朗克发现整

数至关重要，即一个电磁波模式的

能量不能是连续的，仅可以取分立

值 E = nℏω (n为非负整数)，这就是

能量量子化。ℏω这样的一份能量叫

做能量量子。

基于能量量子化，可以推导式

(6) 如 下 ： 该 模 式 的 能 量 为 E =

nℏω (n = 0, 1, 2…)。设 x =
ℏω
kBT

，则

玻 尔 兹 曼 统 计 给 出 u (ω ) =

ℏω∑
n = 0

+∞

ne-nx /∑
n = 0

+∞

e-nx =
ℏω

ex -1
.

3.2 原子光谱

对原子光谱的精密测量是建立

量子力学的实验基础。人们发现在

低频区谱线经常呈等间距排布，这

与经典电磁辐射理论的倍频分布是

相符的。但是在可见光区和紫外

区，谱线分布的间距并不相等，不

能用经典电磁辐射理论来解释。此

外，人们还发现了奇特的里兹(Ritz)

组合法则，

ω1 + ω2 = ω3 ， (7)

即两条谱线的频率之和往往是另外

一条谱线的频率，这也超出了经典

电磁理论的解释范围。

令人惊奇的是，整数在光谱分

析中也出现了。人们观测到最简单

的氢原子光谱在可见光区有红蓝靛

紫 四 条 分 立 的 谱 线 。 巴 尔 默

(Balmer)提出了一个简单的公式，

来拟合它们的频率，

ω = ωRy( )1
n2

-
1

m2
， (8)

其中 ℏωRy = ERy = 13.6 eV 是里德伯

(Rydberg)能量；n = 2；m = 3, 4, 5, 6。

当 n 取其他整数值时，相对应的谱

线系也在实验中被发现，它们处在

紫外或红外区。

3.3 玻尔半经典量子论

为了解释氢原子光谱，玻尔

提出了半经典的旧量子论。其要点

如下。

(1)作用量量子化导致定态

普朗克能量量子化的本质是作

用量量子化。对于谐振子，其频率

是个常数，这两者是一回事。但

是作用量量子化适用于普遍的情

况，有

J =
1

2π ∮ p dx = nℏ (n = 1, 2, 3……) .

(9)

对于电子绕原子核的运动来说，满

足作用量为整数 nℏ的轨道才是稳定

的，记为定态 n。其实(9)式右方可

以有一个常数的不确定性，重要的

是两个相邻定态的作用量之差为ℏ。

(2)定态之间的跃迁导致光的发

射或吸收

电子从能量较高的定态跳到能

量较低的定态会发光，反之则吸收

光。从定态 n到m的跃迁频率, 正比

于它们之间的能量差，

ωm ← n =
1
ℏ

( En -Em ) ，

Pm ← n = Am ← n ( En -Em )， (10)

其中ωm ← n = -ωn ← m，Pm ← n 是辐射

功率，Am ← n 是从 n 到 m 的跃迁速

率。这样就解释了原子光谱的分

立性。

从 n到m，再从m到 k，其能量

变化等于直接从 n跳到 k。这两个发

光频率之和，正好是从 n到 k的发光

频率。这样就给了 Ritz组合规则一

个自然的解释，即

ωm ← n + ωk ← m + ωn ← k = 0 . (11)

(3)对应原理

量子物理在大量子数的极限下

要回归经典物理。考虑从能级 n 到

n - l的跃迁，在 n ≫ l的情况下，根

据
dEn

dJ
= ωn， 得 到 ωn - l ← n ≈ lωn，

这对应于轨道 n 上的经典电磁辐射

的 l 阶谐波的频率。相应的，量子

辐射功率Pn - l ← n 对应于上述电磁辐

射的 l阶谐波功率。

玻尔理论取得了丰富的成果，

最突出的成就是它在对应原理的

指导下导出了氢原子的能级，并

给出了氢原子基态的玻尔半径 aB =

ℏ2

me2
≈ 0.5 Å和里德伯能量ERy =

me4

ℏ2

的表达式。玻尔半径是原子物理

中长度的自然单位，是个极为重

要的物理量。下面简要介绍这个

过程。

在大量子数极限下，根据经典

物理开普勒问题的结果，能量由椭

圆轨道的半长轴 a决定。设 a是 n的

函数，根据维里定理(Virial theorem)

有 En = -
e2

2an

。然后，我们有 ωn =

1
ℏ

dEn

dn
=

e2

2a2
n

1
ℏ

dan

dn
。根据开普勒第

三定律 ωn =
e

m1/2a3/2
n

，可得
dan

dn
=

2ℏ
em1/2

a1/2
n ，由此解出an = aB (n + C )2
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以及 En = -ERy

1
(n + C )2

，其中 C 是

一个待定的常数。通过和光谱线的

对比，可以定出C = 0。

当然，需要看到玻尔理论有着

浓厚的经典痕迹，是个过渡性的理

论。比如，电子绕着原子核运动的

轨道图像，就是把行星轨道的经典

概念外推到原子内部所致。在微观

世界里面，这是没有实验证据的。

4 海森伯的魔法

《海森伯 1925》堪称魔法，其

出发点却是很朴素的，即要把理论

建立在可观测量的基础之上(图 1)。

实验上观测的光谱是不同态之间的

跃迁，那么构建理论也应该使用态

与态之间的关系。解释如下。

4.1 对坐标、运动方程、量子化

条件的重新解释

(1)第一步将电子坐标 x 解释成

初态和末态之间的关系

考虑一个原子的发光过程：它

对应于初态 n 到末态 n - l 的跃迁，

其中 l > 0。x 表示为

xn - l, n ( t ) = xn - l, ne- iωn - l ← nt
， (12)

这样 x就被表示成了一个二维数组。

在经典电磁辐射理论里，电子的振

荡频率就是其发光频率，这个特征

被保留了下来。

式 (12)可以建立与式 (5)经典

轨道运动 xn ( t ) 中傅里叶频谱分量

的对应，可以采取 xn - l,ne- iωn - l ← nt ↔
xn ( l )e- ilωnt

。对于 l = 0，则 xn, n 对应

于式(5)中不含时的部分，应取实值。

再考虑光吸收过程，即 l < 0。

根 据 频 率 对 应 关 系 ， 得 出

xn, n - | l |e
- iωn ← n - l t ↔ xn (- || l )ei || l ωnt (注意

要 采 取 ωn, n - l = -ωn - l, n， 而 不 是

ωn + l, n = -ωn - l, n。后者一般并不成

立。)

在经典关系中，x 取实值，因

此有 xn (- l ) = x*
n ( l )；相对应的，量

子关系中有 xnm = x*
mn。

(2)第二步重建x 2 和x的关系

x2 和辐射功率直接相关，能否

自洽地推导出 x2，是这个方案能否

成功的关键。

在 Ritz 组合法则的启发下，海

森伯把第一个 x的末态和第二个 x的

初态等同起来作为共同的中间态，

这样合起来的指数因子只依赖第一

个 x的初态和第二个 x的末态。然后

对所有可能的中间态一视同仁，进

行求和，则得到

( x2 )mne- iωm ← nt

=∑
k

xmk xkn e- i (ωm ← k + ωk ← n )t . (13)

这实际上就是矩阵乘法。海森伯在

不具备矩阵知识的情况下，将其发

明了出来，令人钦佩不已。类似

的，可以接着定义高阶幂次 xn。
(3)第三步重新解释牛顿方程

牛顿运动方程的形式被保留不

变，即 ẍ + f ( x ) = 0，但是其中的 x

及其幂次需要做矩阵化的解释。

(4)第四步重新解释玻尔量子化

条件

这一步将式 (9)表示成坐标矩

阵元之间的关系。在经典意义下

的玻尔量子化条件，可以表示成

m
2π ∮ ẋ2 dt = nℏ。把式(5)对时间求导后

代入此式，则得到∑
l = -∞

+∞

l2ωn || xn( )l 2

=

n
ℏ
m
。在 n → ∞的极限下，假定求

和中起主要贡献的谐波阶次满足

|| l ≪ n，再把 n 视为连续变量，则

得到∑
l = -∞

+∞

l
d

dn
( lωn ) || xn ( l )

2

=
ℏ
m
。把

上式中的 l
d

dn
恢复成差分，则其变

成 ∑
l = -∞

+∞

( lωn + l |xn + l ( l )|2 - lωn|xn ( l )|2 ) =

ℏ
m
。根据经典量子的对应关系，将

l取正值和负值的部分合并，则得到

∑
l = 0

+∞

(ωn ← n + l |xn + l, n|
2 -ωn - l ← n|xn, n - l|

2 )

=
ℏ

2m
. (14)

海森伯进一步假定式(14)对任意量

子数均成立。

式(14)其实就是 f-sum rule (频率

求和规则)，其原始推导可以参考文

献[11]。《玻恩约当 1925》采用了更

简洁的正则对易关系 [ ]p, x = ℏ/i 取

代了该式，它们彼此相等价。如果

假定了正则对易关系，可以通过计

算双重对易关系得到式(14)。对于

形如 H =
p2

2m
+ V ( x ) 的哈密顿量，

可以证明如下。

直 接 计 算 可 得 [ ][ ]x, H , x =

ℏ2 /2m。另一方面，可以证明：

n [ [ x, H ] , x ] n

= ∑
l = -∞

+∞

|xn, n + l|
2 × ωn ← n + l =

∑
l = 0

+∞

(ωn ← n + l|xn, n + l|
2 -ωn - l ← n|xn, n - l|

2 ) .

图 1 德 国 物 理 学 家 W. 海 森 伯 。

1923 年获博士学位“On stability and

turbulence of liquid flows”；1925年创

立量子(矩阵)力学；1927年提出测不

准原理；1928年提出铁磁交换作用理

论；1932年提出原子核由质子、中子

组成；第二次世界大战后从事湍流和

统一场论的研究
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由此可得频率求和规则。

经过上面四步，一个新的力学

体系就草创起来了。

4.2 简谐振子

海森伯用他的新力学求解了非

谐振子的能谱，在技术上具有相当

的挑战性。为了尽量简洁地演示新

力学的不同凡响，我们采用一维简

谐振子的运动方程，已经可以达到

目的。例如，海森伯发现了一个令

人吃惊的结论——零点振动。解释

如下。

把 x 作矩阵解释后，谐振子的

运动方程变成了 (ω2
0 -ω2

n ← n ± l ) ×

xn, n ± l = 0。要想有非零矩阵元，只

能有 ωn ← n ± l = ±ω0。对于一维运

动，其能量是作用量的增函数，没

有简并。可以分析出最多只有一个 l

使得 xn, n + l ≠ 0，因为如果 l和 k 使得

ωn ← n + l = ωn ← n + k = ω0 的话，则 l =

k； 同 理 最 多 只 有 一 个 l' 使 得

xn, n - l' ≠ 0。在 n → +∞ 的极限下，

根据对应原理有ωn ← n ± 1 = ±ω0，则

xn , n ± 1 ≠ 0。因为简谐振子的频率和

振幅无关，此关系应该在小量子数

的情况下仍然成立。

对于谐振子，量子化条件式(14)

给出
ℏ

2m
= ω0 ( | xn + 1, n |2 -| xn, n - 1|

2 )。

由于 || xn + 1, n

2

的正定性，此递推关

系不能一直往下走，即 n 有下界。

不失一般性，把这个下界的指标记

作 n = 0，其对应的态是基态。由此

可得 |x1, 0|
2 =

ℏ
2mω0

，然后经递推得到

| xn + 1, n |2 =
ℏ

2mω0

(n + 1)。 设 x 的 矩

阵元是实的，可得：

xn + 1, n =
ℏ

2mω0

(n + 1) ，

xn -1, n =
ℏ

2mω0

n， (n ≥ 1) .

(15)

考虑玻尔量子化条件式(9)的对角矩

阵元。由 J =
m
2π ∮ ( ẋnn )2 dt可得，

J =
m
2π
ω2

0∮ ( )|xn, n + 1|
2 + | xn, n -1|

2 dt

= ( )n +
1
2

ℏ . (16)

根据 ω = dE/dJ 可以得出

E = ( )n +
1
2

ℏω。振子在基

态的能量也不为零，其相

应的运动称为零点振动。

零点振动可以借用半

经典图像来理解。振子

在相空间的轨迹是个圆，

有最小的面积。它在基态

中的位置和动量是不能完

全确定的，被限制在这个

圆的范围内。这个圆可以

变形成椭圆，但是椭圆的

面积是不变的，不可能同

时提高对坐标和动量的测

量精度(图2)。

海森伯测不准原理表

明坐标和动量的不确定

度满足不等式 Δx·Δp ≥ ℏ
2
。谐振子

基态满足测不准原理的下限，即

Δx·Δp =
ℏ
2
，被称为相干态，是最接

近经典物理的量子态。

5 矩阵力学的成型

在海森伯捅破了这层窗户纸之

后，矩阵力学的发展可以说是突飞

猛进，短短一年就几乎成型。玻恩

意识到海森伯魔法的数学本质是把

坐标解释成了矩阵。《玻恩约当

1925》系统地阐述了用矩阵来表示

力学量的思想，提出了一系列基本

假设，建立了几个基本定理，建构

了矩阵力学的框架。(海森伯取得突

破的时候还不了解矩阵。当时线性

代数对于物理学家来说还是比较陌

生的数学工具。)

5.1 厄密矩阵表示力学量

在经典力学的哈密顿形式中，

动量和坐标的地位是对等的。很自

然的，《玻恩约当 1925》提出了基

本假设：动量和坐标都应当表示为

矩阵，即 pmne- iωm ← nt
，xmne- iωm ← nt

。任

意三个态之间的时间因子中，其频

率满足 Ritz 组合规则的物理解释，

见式(11)。

动量和坐标组成了力学量的完

备集，即所有经典力学量 O ( p, x )

原则上可以表示成 p 和 x 的幂级

数，都可以用矩阵来表示。把经

典力学量 O 做傅里叶展开，O =

∑
l

On ( l ) e- ilωnt
。其经典傅里叶频谱

和量子矩阵元的对应关系为

On ( l )e- ilωnt ↔ On - l, ne- iωn - l ← nt . (17)

根据矩阵乘法规则，所有力学

量的时间指数因子都是一致的，即

Omne- iωm ← nt
。力学量矩阵被要求是厄

密的，满足Omn = O*
nm。

图2 量子振子的零点振动。振子在相空间轨迹

圆的最小面积为
1
2
ℏ，为海森伯测不准原理不等

式的下限。如果改变振子的弹簧系数，则圆被

挤压成了椭圆，但是其面积保持不变。如果弹

簧变软一点，则振子的速度变慢，其动量更精

确了；但是振幅变大，位置更不确定了。反之，

如果弹簧变得硬一些，则振幅变小，位置变得

更加精确了；但是其动量变大，也更不确定了
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p和 x不对易，因此在把经典力

学量 O ( p, x ) 量子化时，要做对称

化处理，使其成为厄密矩阵。

5.2 正则对易关系的建立

《玻恩约当 1925》提出基本假

设，动量和坐标对易关系的对角矩

阵元 ( px - xp )nn = ℏ/i (图3)。

《海森伯 1925》中已经提到了

坐标和速度的乘积依赖于它们之间

的顺序。这是矩阵乘法的普遍现

象，称作不对易性。玻恩进一步发

现，量子化条件式(14)可以等价地

表述成上面的假设。简单证明如下

( px - xp )nn = -2mi ×

( )∑
l > 0

ωn ← n + l|xn + l, n|
2 -ωn - l ← n |xn, n - l|

2

=
ℏ
i

，

其中p = mẋ。

随后，约当证明了该对易关系

的非对角矩阵元为零。大致的证明

思路如下，设 g =
i
ℏ
[ ]p, x ，先论证

g是守恒量，即 ġ = 0。下面计算 ġ =

i
ℏ

d
dt

[ p, x ]，其中 ṗ和 ẋ按下文中的

基本假设式 (20)给出。为简单计，

假定哈密顿矩阵可以分成两部分，

每个部分只是 p 或 x 的函数 ,即 H =

H1 ( p ) + H2 ( x )，则

ġ =
i
ℏ (- ∂H2 ( x )

∂x
x + x

∂H2 ( x )

∂x
-

)∂H1 ( p )

∂p
p + p

∂H1 ( p )

∂p
= 0 . (18)

如果H中存在 p和 x的混合，为

保持H的厄密性，要对 p和 x的所有

可能顺序作对称化处理。例如，如

果H是 n个 p和m个 x的乘积，记作

H =
1

m + n
{ }pn, xm

s
，其中包括了在

m + n 个位置上放置 n 个 p 和 m 个 x

的所有位型，共有( )m + n
m

项。可以

证明：

ġ =
i
ℏ

( x{ }pn, xm -1

s
+ p{ }pn -1, xm

s

-{ }pn, xm -1

s
x -{ }pn -1, xm

s
p ) = 0 .

证明需要用到下列恒等式，留给有

兴趣的读者作练习。

∂
∂p

H = { }pn -1, xm

s
，

∂
∂x

H = { }pn, xm -1

s
，

x{ }pn, xm-1

s
+ p{ }pn-1, xm

s
={ }pn, xm

s
，

{ }pn, xm-1

s
x +{ }pn-1, xm

s
p ={ }pn, xm

s
.

因为 ġ = 0，则 g 所有的非对

角矩阵元为零，否则将会出现

gmne- iωm ← nt
的非对角项随时间变化。

这样，我们就得到了著名的正则对

易关系g = 1，即

px - xp = ℏ/i . (19)

在现代量子力学中，这个关系

取代了玻尔量子化条件，成为量子

力学的基石。这里假设了如果

m ≠ n，则ωm ← n ≠ 0，即没有简并。

如果有能级简并的话，可以在几个

简并能级的子空间中将 g 对角化，

这样就不存在非对角矩阵元了。

5.3 动力学演化

《玻恩约当 1925》对于动量和

坐标的时间演化问题，也做了基

本假设：哈密顿正则方程的形式

不变，

ṗ = -
∂
∂x

H ( p, x ) ，

ẋ =
∂
∂p

H ( p, x )
(20)

但是要以矩阵的方式来解释。哈密

顿量矩阵开始出现在量子力学中，

它是经典哈密顿量的量子表达。

根据这个假设，可以更简洁地

把动量和坐标的时间演化表示成其

与哈密顿量矩阵的对易关系，

ṗ =
1
iℏ

[ ]p, H ，ẋ =
1
iℏ

[ ]x, H . (21)

式(21)的证明思路如下：假定

哈密顿矩阵可以表示成 H = H1 ( p )

+H2 ( x )。考 察 ṗ = -
∂
∂x

H2 ( x )，设

H2 =∑
n

an xn， 容 易 得 出 ṗ =

1
iℏ

[ ]p, H 。证明过程中需要用到对

易关系：

[ ]p, xn =∑
i = 0

n -1

xi [ ]p, x xn - i -1= - iℏxn -1 .

类似的，也可以得出 ẋ =
1
iℏ

[ ]x, H 。

对于 H 包含 p, x 混合乘积的情况，

式(21)可以采取类似于式(18)的方式

证明，较为繁琐，这里从略。

如果两个力学量 g1 和 g2 的时间

演化都可以表示成其与哈密顿量矩

阵的对易关系，很容易证明它们乘

积的演化也是这样，即
d
dt

( g1 g2 ) =

1
iℏ [ ]g1 g2, H 。由此，任何力学量

O，都可以表示成 p 和 x的幂级数，

其时间演化也可以表示成与哈密顿

量矩阵的对易关系，

Ȯ =
1
iℏ

[ ]O, H . (22)

图 3 M. 玻恩的墓碑。玻恩是矩阵

力学的奠基者之一，他提出了正则

对易关系，后来刻在了他的墓碑上。

他还提出了量子力学波函数的统计

诠释。他与黄昆先生合著的《晶格

动力学》是固体物理的经典著作
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此式在教材中一般称作海森伯运动

方程，其实是《玻恩约当 1925》中

的结果。

5.4 哈密顿量和能量守恒

玻恩、约当论证了哈密顿量矩

阵H是对角的。对于一个保守力学

系统，哈密顿量 H ( p, x ) 不显含时

间，代入式(22)，即得
d
dt

H = 0。采

用与论证正则对易关系的非对角元

为 0 相类似的方法，可得 H 是对角

的。 (用现代的量子力学语言，玻

恩、约当当时采用的是能量表象，

也就是以哈密顿量本征态为基的表

象。当然也可以采用其他表象，在

那些表象中，H 就不再是对角的

了。)

《玻恩约当 1925》提出基本假

设：Hnn = En，即哈密顿量矩阵的

对角元为定态能级n的能量。

在矩阵力学的框架内，玻尔

理论的跃迁频率假设就不必当成

是基本假定了。把式 (22) 展开，

有 ℏωm ← nOmn = ( Hnn -Hmm )Omn，即

可得：

ℏωm ← n = En -Em ， (23)

这 样 力 学 量 O 的 时 间 演 化 为

Omne- i ( En -Em )t/ℏ
。能级跃迁的频率即

初末态之间能量差除以普朗克常数。

6 正则量子化

《狄拉克 1925 年》指出：在经

典极限下，两个力学量的量子对易

关系对应于它们的经典泊松括号。

只要把泊松括号变成量子力学量的

对易关系，就完成了从经典到量子

的转换，这个过程叫正则量子化。

经典力学的哈密顿形式非常优

美，其中的一个体现就是泊松括

号，记作：

{ }f1, f2
p, x

= -
∂f1∂p

∂f2∂x
+
∂f1∂x

∂f2∂p
，

其中 p 和 x 为一组正则动量和坐

标。泊松括号不依赖正则动量和坐

标的选择。例如，也可以用 ( J, θ )

为共轭力学量来定义泊松括号，结

果完全等价：{ }f1, f2 ≡ { }f1, f2
J, θ

=

{ }f1, f2
p, x
。以下使用泊松括号将不

再标注其依赖的共轭变量。

证明上述关系，需要用到雅可

比行列式
∂ ( p, x )
∂ ( J, θ )

=
∂p
∂J
∂x
∂θ -

∂p
∂θ
∂x
∂J

= 1 的结论，可以如下导出。 p =

( )∂S
∂x

J

， θ = ( )∂S
∂J

x

，其中 S 是变换

的生成函数，满足 pdx = -θdJ +

dS ( x, J )，则

∂ ( p, x )
∂ ( J, θ )

=
∂ ( p, x )
∂ ( J, x )

∂ ( J, x )
∂ ( J, θ )

=
( )∂p
∂J

x

( )∂x
∂θ

J

=
∂2

∂J∂x
S/

∂2

∂x∂J
S = 1。

利用泊松括号，哈密顿正则

方程可以表述成 ṗ = { }p, H ，ẋ =

{ }x, H 。经典力学量O ( p, x )如果不

显含时间，其时间演化可以表示为

Ȯ = { O, H } . (24)

下面以动量和坐标为例，论证

其量子对易关系和经典泊松括号的

对应。考虑矩阵元[ ]p, x
n, n - l

，其中

n对应于经典作用量 J = nℏ，经典角

度变量为 θ = ωnt。在 n → +∞的极

限下，可得

i
ℏ
[ ]p, x

n, n - l
e- iωn ← n - l t =

∂
∂J

( pn, n - k e- iωn ← n - k t )
∂
∂θ ( xn - k,n - le

- iωn - k ← n - l t )

-
∂
∂J

( xn, n -( l - k )e
- iωn ← n -( )l - k t

)
∂
∂θ ( pn - ( l - k ), n - le

- iωn -( l - k ) ← n - l t ) ，

其中 l, k取有限值，满足n ≫ l, k。

上式可以如下得到，利用

[ ]p, x
n, n - l

=∑
k
[ ]( pn, n -k -pn -( )l -k , n - l )xn -k, n - l -( xn, n -( )l -k -xn -k, n - l ) pn -( )l -k , n - l ，

将其表示成对 J微分后可得：

1
ℏ
[ ]p, x

n, n - l
= ( l - k )

∂
∂J

pn, n - k xn - k, n - l - k
∂
∂J

xn, n - ( l - k ) pn - ( l - k ), n - l .

再在此式中，恢复力学量的时间指数因子，将其表示成对 θ的微分。

根据量子经典对应关系式(17)，可以得到，

∑
k

é
ë
êêêê
∂
∂J

pn (- k )
∂
∂θ xn (- l + k ) - ù

û
úúúú

∂
∂J

xn (- l + k )
∂
∂θ pn (- k ) eilωnt = On (- l )eilωnt

，

其中忽略了量子数 n附近能级的经典频率与ωn的差别。此中，On 是经典力学量O对应于能级 n的经典傅里叶频谱；

其中O定义为

O =
∂
∂J

p
∂
∂θ x -

∂
∂J

x
∂
∂θ p = -{ }p, x .
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上述推导对任意力学量 f1, f2 都

成立。至此，经典力学和矩阵力学

的对应关系已经建立，

{ }f1, f2 ↔ 1
iℏ [ ]f1, f2 . (25)

特别的，矩阵力学量的时间演化方

程式(22)与其经典表达式(24)正符合

这个对应。

7 结语

物理学研究物质和时空的基本

原理，具有严密的体系。在建立新

理论体系的过程中，物理学家的内

心是充满挣扎的。一般来说，因为

旧体系已经经过了长期的检验，将

其全然否定并不明智。矩阵力学的

创立过程充分体现了这一点，经典

物理并没有被抛弃，而是作为量子

物理的宏观极限而存在。量子和经

典的对应，直接指导了量子力学的

建立。

《海森伯 1925》革命性地提出

了把坐标建立在电子跃迁的初末态

之间的思想，保留了经典运动方程

的形式，并对之进行了量子解释，

得到了令人惊奇的谐振子零点振

动。《玻恩约当 1925》在此基础上

进行了系统性的发展，包括用厄密

矩阵来表示力学量、提出正则对易

关系、建立力学量的时间演化方程、

对哈密顿量对角元作定态能量的解

释等。这样矩阵力学就初步成型

了。《狄拉克 1925》则提供了对经

典体系进行量子化的一般方法，称

为正则量子化，只需要把经典泊松

括号对应到量子力学对易关系即可。

创立波动力学的关键文献还有

玻恩、海森伯、约当发表于 1926年

的论文[4]。本文就不进行仔细介绍

了。简单地说，此文把《玻恩约当

1925》中建立的一维矩阵力学拓展

到了高维，并发展了微扰论。特别

的，此文把能级的求解问题和厄密

矩阵本征值问题作了对应。例如，

对于非谐振子问题，可以把简谐部

分 H0 的对角矩阵作为基础, 以非谐

部分H '为微扰，其矩阵元可以通过

坐标矩阵的运算而得。建立久期方

程之后，将其对角化即可求得能量

的非谐修正。

在人类历史上，即使在以万年

计的时间尺度上，量子力学的建立

也是不可磨灭的丰碑。它使得人类

获得了描述微观粒子行为的能力，

从而使得对微观粒子的控制达到了

前所未有的水平。例如，现代的电

子工业就建立在对半导体中电子运

动的精密控制之上。各种新奇物

态，包括超导、超流、磁性等，其

根源也是大量电子的量子行为在宏

观层面的集体体现。

在矩阵力学建立 38年后，科学

史专家库恩(T. Kuhn)对海森伯进行

了访谈。海森伯回忆往事，说了下

面这段话，形象地反映出在新力学

的创建过程中摸索和顿悟的场景：

“你想爬某个山峰，⋯⋯你有地图

……但是仍坠入雾中!⋯⋯忽然你模

糊地，只在数秒钟的功夫，看到一

些形象，你说：‘哦，这就是我要找

的大石!’……虽然你仍不知道你能

不能爬到那块大石，但是那一瞬间

你说：‘我现在知道我在什么地方了!

……然后就知道该如何前进了!’”

在量子力学诞生即将百年之

计，谨以此文向开创量子时代以及

建立现代量子力学的诸多前辈物理

学家致以崇高的敬意。

致 谢 感谢北京大学陈徐宗教

授。他发给作者的文献[5](其中包含

了原始文献[1, 2, 4, 6]的英译本)，以

及他和作者的讨论，对本文的写作

大有帮助。感谢复旦大学金晓峰教

授、西湖大学吴颉教授的帮助。
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