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第五讲　量子克隆与量子复制 3

郭光灿　　段路明
(中国科学技术大学物理系 ,非线性科学中心 ,合肥　230026)

　　摘　要　　量子态不可克隆体现了量子力学的固有特性 ,它是量子信息科学的重要基础之一.文章简要介绍了量

子不可克隆定理的物理内容以及量子复制机的基本原理 ,通过幺正坍缩过程我们构造了一种概率量子克隆机 ,并论证

所有线性无关的量子态都可以被概率量子克隆机克隆.
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QUANTUM CLONING AND QUANTUM COPYING

Guo Guangcan　Duan Luming
( Depart ment of Physics and Nonlinear Science Center ,

U niversity of Science and Technology of China , Hef ei　230026)

Abstract　　No - cloning of quantum states is an intrinsic property of quantum mechanics , and

plays an important role in quantum information theory. We review the quantum no - cloning theo2
rem and the principle of the quantum copying machine. We construct a probabilistic quantum cloning

machine by a unitary - reduction process and show that all the linearly independent quantum states

can be cloned by this machine in a probabilistic fashion.

Key words　　quantum no - cloning theorem , quantum copying machine , probabilistic quan2
tum cloning machine , unitary - reduction process

1　量子不可克隆定理

自从克隆羊“多莉”问世以来 ,克隆一词已

家喻户晓.人人都在谈论克隆爱因斯坦和克隆

希特勒是否可能 ,人们进一步关注这样一个根

本性问题 ,即克隆技术是否万能.量子力学中有

一个基本定理告诉我们 ,一个未知的量子态不

可以克隆 ,这就是量子不可克隆定理 ,它限定了

克隆技术的适用范围.

早在 1982年 ,Wootters和 Zurek就在英国

著名刊物《自然》上发表了一篇短文 ,题目为“单

个量子不可能被克隆”[1 ] .这篇论文在发表后

相当长的时间内并未引起人们足够的重视 ,只

是近年来随着信息科学的迅猛发展 ,人们才体

会到该论文的重要性 ,并重新激发起研究量子

克隆的热情.

W - Z的论文提出这样一个问题 ,是否存

在一种物理过程 ,实现对一个未知量子态的精

确复制 ,使得每个复制态与初始量子态完全相

同 ? 该文证明 ,量子力学的线性特性禁止这样

的复制 ,这就是量子不可克隆定理的最初表述.

量子不可克隆定理的证明很简单.以两态
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量子系统为例 ,其基矢选为| 0〉和| 1〉,设| s〉代

表此二维空间任意量子态 ,量子克隆过程可以

表示为

s〉 Q〉x → s〉 s〉 �Qs〉x , (1)

式中右端 s〉 s〉表示初始模和复制模均处于

s〉态 , Q〉x 和 �Qs〉x分别为装置在复制前后

的量子态 ,复制后装置的量子态 �Qs〉x可能依

赖于输入态 s〉.假如存在 (1)式的变换 ,那么

对基矢 0〉和 1〉应该分别有

0〉 Q〉x → 0〉0〉 �Q 0〉x , (2 - a)

1〉 Q〉x → 1〉1〉 �Q 1〉x . (2 - b)

现假定 s〉是一个任意的叠加态 ,即

s〉=α 0〉+β 1〉, α 2+ β 2= 1 , (3)

由 (2)式及量子操作的线性特征 ,不难得到在操

作后 , s〉将演变为

s〉 Q〉x = (α 0〉+β 1〉) Q〉x →

α 0〉0〉 �Q 0〉x +β| 1〉1〉 �Q 1〉x . (4)

如果复制机的态 �Q 0〉x 与 �Q 1〉x 不恒等 ,那么

上式给出的初始模和复制模均处于 0〉与 1〉

的混合态 ;如果态 �Q 0〉x 与 �Q 1〉x 恒等 ,则初

始模和复制模将处于纠缠态α 0〉 0〉+β

1〉1〉.无论哪种情况 ,初始模和复制模都不

可能处于直积态 s〉 s〉.因此如果一个量子复

制机能精确复制态 0〉和 1〉,则它不可能复制

两态的叠加态 s〉,此即量子不可克隆定理的

内容.

量子态不可克隆是量子力学的固有特性 ,

它设置了一个不可逾越的界限.量子不可克隆

定理是量子信息科学的重要理论基础之一.量

子信息是以量子态为信息载体 (信息单元) .量

子态不可精确复制是量子密码术的重要前提 ,

它确保了量子密码的安全性 ,使得窃听者不可

能采取克隆技术来获得合法用户的信息.鉴于

这个定理的重要性 ,近年来人们对它作了进一

步的研究 ,揭示出更丰富的物理内涵[2—5 ] .

在 W - Z的证明中 ,假设了输入态是完全

未知的.但在实际情况中 ,我们往往知道输入态

属于一个确定的态集合.例如在基于非正交态

的量子密码术中 ,输入态是两个非正交态的其

中之一[6 ,7 ] . W - Z的证明基于量子叠加原理 ,

该证明行之有效至少需要 3 种可能的输入态 ,

如上面的 0〉, 1〉及α 0〉+β 1〉,因此它没有

排除克隆两个量子态的可能性.文献[3 ,4 ]推广

了量子不可克隆定理 ,使之适用于两态情况 ,指

出如果克隆过程可以表示为一幺正演化 ,则幺

正性要求两个态可以被相同的物理过程克隆 ,

当且仅当它们相互正交 ,亦即非正交态不可以

克隆.该结果的证明很简单.设两个态 Ψ0〉和

Ψ1〉同时被一幺正过程 U 所克隆 ,即

U ( Ψ0〉 Q〉x) = Ψ0〉Ψ0〉 �Q 0〉x ,

(5 - a)

U ( Ψ1〉 Q〉x) = Ψ1〉Ψ1〉 �Q 1〉x ,

(5 - b)

其中 Q〉x , �Q 0〉x , �Q 1〉x均为归一化的量子

态. (5 - a)和 (5 - b)式的内积给出

〈Ψ0 Ψ1〉 　

=〈Ψ0 Ψ1〉
2· x〈 �Q 0 �Q 1〉x 　

Φ〈Ψ0 Ψ1〉
2

, (6)

当且仅当 Ψ0〉和 Ψ1〉相互正交时 ,上式成立 ,

此即推广的量子不可克隆定理.该结果在量子

密码术中有重要应用 ,我们知道 ,一个简单的量

子密码方案就是随机地传送两个非正交的量子

态[6 ,7 ] ,正因为非正交态不可克隆 ,所以窃听者

无法窃取信息[8 ] .

适用于两态的量子不可克隆定理经文献

[5 ]进一步推广到混合态情况 ,并证明了一个更

强的定理 ,文献中称为量子不可播送定理.设系

统 A 处于两个可能的混合态{ρ0 ,ρ1}中的一

个 ,ρ0 ,ρ1 为密度算符 ,如果要将系统 A 的态

克隆到系统 B 上 ,则演化后系统 AB 的态应为

ρs áρs ,其中 s = 0 , 1 .但量子播送的要求更弱 ,

记演化后系统 AB 的态为 �ρs ,量子播送只要求

t rA ( �ρs) =ρs , t rB ( �ρs) =ρs , (7)

其中 t rA , t rB 表示对系统 A , B 求迹.因此量子

播送只要求系统 AB 的约化态与演化前系统 A

的态一致.量子不可播送定理指出 ,两个混合态

经过幺正演化可以被量子播送 ,当且仅当它们

相互对易.该定理是量子不可克隆定理的强化 ,
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当ρ0 ,ρ1表示纯态时 ,显然量子不可播送定理

回到两态的量子不可克隆定理.

2　量子复制机

量子不可克隆定理断言 ,非正交态不可以

克隆 ,但它并没有排除非精确克隆即复制量子

态的可能性.现在文献大多同时用到术语量子

克隆和量子复制 ,两者含义的差别为 ,一般前者

指精确复制 ,而后者允许输出态与输入态有一

定偏差. 最近 ,量子复制引起人们很大兴

趣[9—14 ] ,研究的中心问题是寻找最佳的量子复

制机 ,尽可能精确地复制所有输入态.

为了表征量子复制机的性能 ,必须引入描

述输入态和输出态接近程度的物理量.有许多

物理量能满足这个要求 ,其中最简单的有两个 :

一个是施密特距离 (Schmit distance) ,另一个是

态的保真度 (fidelity) .两个态之间的施密特距

离 D定义为

D = t r[ (ρa - ρb) 2 ] , (8)

其中ρa ,ρb 为两态对应的密度算符 ,该距离的

性质在文献[ 15 ]中有详细描述.近期文献中更

常用的是态的保真度[16 ] ,设输入态为| Ψ0〉,输

出态为ρ,则保真度 F定义为

F =〈Ψ0 ρΨ0〉. (9)

W - Z证明中描述的物理过程显然也可以当作

一种量子复制机 ,该复制机精确复制态 0〉和

1〉,但对于它们的叠加态 ,复制效果则很差.

现在的研究目标多为寻找一种通用量子复制

机 ,其复制效果不依赖于输入态的形式.

二维空间一般的量子变换可以写为

0〉 Q〉x → ∑
1

k , l = 0
k〉 l〉 �Q kl〉x ,

(10 - a)

1〉 Q〉x → ∑
1

m , n = 0

m〉 n〉 �Q m n〉x ,

(10 - b)

式中左边的 0〉, 1〉表示输入模的态 ,右边的

k〉1〉和 m〉 n〉表示输出模的态 ,复印机的

态 �Q m n〉x不一定要求正交归一.一般地讲 ,这

个复制变换是相当复杂的 ,它包含许多可供自

由选择的参数 x〈 �Q kl �Q m n〉x ,这些参数决定了

该复制机的性能.换句话讲 ,通过选取不同的参

数 ,我们可以设计出性能不同的量子复制机.文

献[9 ]选择了一组合适的参数 ,使得量子复制机

的性能与输入模的态无关 ,且两个输出模的态

完全相同 ,但不等于输入模的态.这表明输入态

在复制过程中不可避免地遭到破坏.该文选择

的一组最佳参数使得这种破坏达到最小程度 ,

并证明 ,输入、输出态之间的保真度最高可以达

到 5/ 6.

以上考虑的是一个输入模、两个输出模的

复制机 ,文献[14 ]考虑了更一般的量子复制机 ,

它具有 N 个处于相同态的输入模和 M 个 ( M

> N )处于相同态的输出模 ,输入、输出模之间

的态的保真度定义了该复制机的性能.该文构

造了 N 输入 M 输出的普适量子复制机 ,并证

明其保真度最高可达到

FN , M =
M ( N + 1) + N

M ( N + 2)
. (11)

显然 ,当 N = 1 ,M = 2时 ,上式给出了单输入双

输出的量子复制机的最佳保真度 5/ 6 .

3　概率量子克隆机

前面已指出 ,量子不可克隆定理的 W - Z

证明基于量子力学中的叠加原理 ,至少需要 3

个以上的量子态 ,该证明才能行之有效.两个非

正交态不可克隆是由量子演化的幺正性决定

的.但是在量子力学中 ,并非所有的过程都能用

幺正算符来表示 ,测量就是一个典型的非幺正

演化.于是一个很有意义的问题是 ,把幺正演化

和测量过程结合起来 ,是否可以提高量子机器

的克隆能力 ? 更具体一点 ,两个非正交态是否

可以通过一个幺正坍缩过程来精确克隆呢 ?我

们证明该问题的答案是肯定的[17 ] .

在我们的克隆方案中 ,体系包括原始模

A、复制模 B 和一个附加模 P.模 B 和模 P被

制备到一个确定的初始态 0〉,模 A 的输入态

为 Ψs〉,其中 s = 0或 1 ,且 Ψ0〉和 Ψ1〉为非
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正交.首先我们让一个幺正演化作用在整个体

系 AB P上 ,通过设计此幺正演化的形式 ,可以

使得演化后的态由如下两部分叠加而成 :

η Ψs〉A Ψs〉B | 0〉P + 1 - η ΨAB〉| 1〉P ,

(12)

其中 1〉P为模 P的一个与 0〉P 正交的态.无

论输入态为 Ψ0〉或 Ψ1〉,演化末态都具有

(12)式的形式 ,而且η不依赖于输入态. (12)

式中的前一项表示体系 AB 处于输入态的一个

精确复制态 ,而后一项表示体系 AB 的态与复

制态存在偏差 ,为非复制态.复制态和非复制态

通过模 P纠缠在一起.设 0〉P和 1〉P 为模 P

的某个力学量 A P 的本征态 ,测量 A P ,以η的

概率我们得到测量值 0 ,并且系统 AB 坍缩到

复制态 Ψs〉A Ψs〉B ,此时克隆机输出输入态

的精确复制态.反之 ,如果测量值为 1 ,系统 AB

坍缩到非复制态 ΨAB〉,此时克隆机无输出.

以上我们把幺正演化和测量过程相结合 ,

实际上构造了一种概率量子克隆机.此机器以

确定的大于零的概率产生输出 ,而且输出态一

定是输入态的精确复制态.为构造概率量子克

隆机 ,测量和合适的幺正演化都是不可缺的.如

果只有幺正演化 ,显然非正交态不可以精确克

隆 ;另一方面 ,如果只有测量 ,当输入态为非正

交态时 ,机器不可能对其中任意一个输入态都

以大于零的概率产生输出 ,且输出态是输入态的

精确复制态.因此构造概率量子克隆机的关键是

要设计出合适的幺正演化并要联系测量过程.

在 (12)式中 ,η为概率克隆机成功产生输

出的概率 ,定义为克隆效率 ,它决定了该机器的

性能.显然 ,对于确定的输入态集合 ,我们希望

设计一种机器 ,使得它具有最大的效率 ,且该效

率不依赖于具体的输入态 ,此时该机器称为最

佳概率量子克隆机.我们证明 ,如果输入态属于

集合{ Ψ0〉, Ψ1〉} ,则概率量子克隆机的最高

效率为

ηmax =
1

1 +〈Ψ0 | Ψ1〉
. (13)

显然只有对于正交输入态 ,该效率才能达到 1 ,

这一点保证了基于传送两个非正交态的量子密

钥体系的安全性.

我们可以进一步考虑具有 N 种可能输入

态的情况.在量子力学中 ,无论是幺正演化 ,还

是测量过程 ,都是线性的 ,因此 ,类似量子不可

克隆定理的 W - Z证明 ,线性相关的量子态不

可能被同一物理过程克隆 ,即使是采用最一般

的幺正坍缩过程。但是反过来 ,是不是线性无

关的量子态总可以通过一个幺正坍缩过程来概

率克隆呢 ? 这一点远非显然 ,但我们证明 ,情况

确实如此[18 ] .可以设计出一种概率量子克隆

机 ,它同样由幺正演化和测量构成 ,其输入为

N 种可能的线性无关的量子态.无论对于哪个

输入态 ,该机器以大于零的概率产生输出 ,且输

出态一定是输入态的精确复制品.对于给定的

N 种可能的输入态 ,也可以设计出最佳的概率

量子克隆机 ,它的效率不依赖于输入态 ,并且达

到最大值.由于该效率的表达式较复杂 ,这里不

再赘述 ,如果输入只有两种可能的态 ,该表达式

回到 (13)式.

4　结语

量子不可克隆定理的研究虽然已经有较长

的历史 ,但是量子克隆和量子复制成为量子信

息论中的一个研究热点 ,则是在 1996 年之后 ,

特别是关于量子复制机和概率量子克隆机的工

作.目前 ,人们对这一领域的兴趣有增无减.一

方面 ,人们继续寻找量子复制机在量子密码窃

听以及量子态的测量、估计和重建中的可能应

用[11 ] ;另一方面 ,人们发现概率量子克隆和量

子态的确认及量子计算机中的编程具有内在的

联系[19 ] .在量子克隆和量子复制领域 ,还有许

多问题有待于进一步的研究.
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制成的紫外二极管或紫外激光器的潜在应用价

值很大.在室温下观察到用光泵激发的受激发

射使人们对 ZnO的研究兴趣更浓厚.虽然生长

更高质量的 ZnO还有待进一步研究 ,但其作为

继Ⅲ- Ⅴ族氮化物和Ⅱ- Ⅵ族的硒化物之后又

一新的宽禁带半导体激光器件材料已经显示出

其独特的优越性.
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