
5 　结束语

自从β- C3N4 的理论预言发表之后 ,经过

广大科学工作者的努力 ,已经取得了一些重要

进展. 理论上对碳氮化合物的研究已经更为广

泛和深入. 实验合成上也取得了长足的进展. 已

在成分、晶体结构和化学键等方面与β- C3N4

相符或相近的报道. 我们在 Si、Pt 等基底上初

步合成了晶态的 C3N4 薄膜 ,实验分析表明 ,薄

膜主要由β- C3N4 晶相组成 ,成分接近理论值 ,

N/ C 原子比接近 4/ 3 ,并且薄膜中的 C 和 N 以

C N 单键结合.
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摘 　要 　　介绍了分数傅里叶变换的定义及其性质 ,给出了分数傅里叶变换的光学实现结构 ,并对分数

傅里叶变换在光学信息处理领域中的应用进行了综述.
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Abstract 　　The fractional Fourier transform , which is a generalization of the conventional Fourier

transform , is introduced. Its definitions , properties , and optical implementations are presented.

Some applications in optical information processing are discussed.
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1 　引言

在数学中 ,有许多变换和运算的最初定义

都是针对整数级次的 ,随着研究的深入以及适

应各种应用的要求 ,它们的定义从整数级次推
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广到分数级次 ,一个简单的例子是乘幂运算 :

x n 的最初定义是 x 的 n 次连乘 ,如 x 2 = x ×

x . 显然 ,这一定义只有 n 是整数时才成立 ,而

现在这一运算不仅推广到了分数级次 ,还具有

复数级次的幂运算. 在物理学中也存在着分数

化的过程 ,如 Talbot 效应 (自成像效应) ,最初

的研究仅限于在相距为 Z = N Zd 的平面上观

察到输入物体自成像的现象 ( Z 为轴向坐标 ,

Zd 为特征距离) , N 为整数. 但随着研究的深

入 , N 也扩展到了分数 ,即人们开始研究分数

Talbot 效应.

分数傅里叶变换是传统的傅里叶变换在分

数级次上的推广[1 —4 ] ,与傅里叶变换和菲涅耳

变换都有着紧密的联系[5 ] ,又具有许多不同于

傅里叶变换和菲涅耳变换的特殊性质 ,已经应

用于空间平移变化的滤波、相位恢复、神经网

络、透镜设计、信息处理等领域[6 —8 ] ,并可以演

生出诸如分数相关、分数卷积、分数盖伯变换等

许多新的变换[9 —11 ] . 因而 ,对分数傅里叶变换的

研究必将推动光学信息处理领域的进一步发展.

本文将介绍分数傅里叶变换的定义及其性

质 ,给出分数傅里叶变换的光学实现结构 ,并概

述其在光学信息处理等领域中的应用.

2 　分数傅里叶变换的数学定义及其性

质

　　传统的傅里叶变换是一个十分重要的数学

工具 ,被广泛地应用于电气工程、信号及信息处

理等领域 ,并成为光学信息处理这一新领域的

数学基础. 如果将傅里叶变换看作是一个算符

操作 ,记作 F{ } ,则可以得到它的本征方程为

F{ <m ( x ) } = exp ( - i mπ/ 2) <m ( x ) , (1)

其中本征函数 <m ( x ) =
1

2 n πn !
Hm ( x ) ·

exp ( - x 2/ 2) 是归一化的高斯 - 厄米函数 , Hm

( x ) 为第 m 阶厄米多项式. 分数傅里叶变换是

传统的傅里叶变换的推广 ,将其也看作算符 ,记

为 FP{ } ,可以得到它的本征方程为[1 ]

FP{ <m ( x ) } = exp ( - i m Pπ/ 2) <m ( x ) . (2)

由于 <m ( x ) 是正交、完备、归一的多项式函数

集合 ,对任何平方可积的函数 f ( x ) 均可以展

开为 <m ( x ) 的线性叠加形式 , 即 f ( x ) =

∑
∞

m = 0
A m <m ( x ) ,其中 A m = ∫f ( x ) <m ( x ) d x 代

表 f ( x ) 对高斯 - 厄米函数为基矢的展开系数 ,

因而有分数傅里叶变换的高斯 - 厄米函数叠加

形式

FP{ f ( x ) } = ∑
∞

m = 0
A m ·

exp ( - i m Pπ/ 2) <m ( x ) , (3)

将 A m 的表达式代入 (3) 式 ,并利用 <m ( x ) 的积

分表达式 ,则可以得到分数傅里叶变换的积分

表达式

FP{ f ( x) } =∫f ( x) B ( x , v , P) d x ,

B ( x , v , P) =
1 - icotα

2π ·

exp [
i
2

cotα( x2 + v2) - i x vcscα] , (4)

其中α= Pπ/ 2 是级次 P 决定的角度 , x 和 v

分别是输入和输出平面的坐标.

从分数傅里叶变换的定义可以推出它的许

多性质[1 ,2 ] :

(1) 指数可加性质和交换性质

分数傅里叶变换具有指数可加性和交换

性 ,即 FP
1{ FP

2 { f ( x ) } } = FP
2 { FP

1 { f ( x ) } } =

FP
1

+ P
2{ f ( x ) } .

(2) 可逆性质

对一个函数的 P 级分数傅里叶变换进行

- P 级的分数傅里叶变换 ,则可以得到原函数 :

FP{ F - P{ f ( x ) } } = F0{ f ( x ) } = f ( x ) .

(3) 线性性质

几个函数线性叠加的分数傅里叶变换等于

这几个函数同级次的分数傅里叶变换的线性叠

加 , FP { c1 f ( x ) + c2 g ( x ) } = c1 FP{ f ( x ) } +

c2 FP{ g ( x) } ,其中 c1 , c2 是任意复常数.

(4) 周期性质

分数傅里叶变换是周期为 4 的变换 ,

FP+4{ f ( x ) } = FP{ f ( x ) } .

　　(5) 平移性质
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分数傅里叶变换具有特殊的平移性质

FP{ f ( x + m) } = exp [i m sinα( v + mcosα/ 2) ] ·

FP{ f ( x) } [ v + mcosα] , (5)

其中 m 是输入平移量. 可见输入信号的平移不

仅引入了一个相位因子 ,还使其分数傅里叶变

换的输出信号产生了平移.

(6) 相似性质

分数傅里叶变换的输入信号的尺度发生变

化时 ,不仅会引入一个与尺度因子有关的二次

相位 ,而且还使分数傅里叶变换的级次发生了

改变 ,

FP{ f ( cx ) } =
1 - icotα
c2 - icotα

exp [i
v2

2
cotα·

(1 -
cos2β
cos2α

) ] FP′{ f ( x ) } [ v
sinβ

csinα] , (6)

其中 c 是输入信号的尺度变化因子 ,β =

P′π/ 2 ,并且有 tanβ= c2tanα. 这与传统的傅里

叶变换有着明显的不同.

(7) 帕色伐定律

同传统的傅里叶变换相同 ,分数傅里叶变

换也是能量守恒的 ,满足帕色伐定律

∫| f ( x ) | 2d x = ∫| FP{ f ( x ) } | 2d v .

为了说明分数傅里叶变换的平移性质和相

似性质 ,图 1 (a) , (b) 和 (c) 分别给出了矩形函

数 Rect ( x / 4) , Rect [ ( x - 2) / 4 ]和 Rect ( x / 2)

的级次为 0125 ,0150 ,0175 和 1100 的分数傅里

叶变换的模值 ,从中可以看到分数傅里叶变换

同传统的傅里叶变换的不同之处.

3 　光学分数傅里叶变换的定义和实现

分数傅里叶变换是由 Mendlovic 等人研究

渐变折射率介质中光波的传播性质和相关的光

学理论时在 1993 年首先引入光学领域的[4 ] . 由

于负二次型渐变折射率介质的本征模式是高斯

- 厄米函数 ,因此 ,不同的高斯 - 厄米模式在

这种介质中的传播具有不同的传播常数 rlm≈

k - (
n2

n1
) 2 ( l + m + 1) ,其中 k = 2πn1/λ,λ是

入射光波长 , n1 , n2 为介质的参数 , l , m 分别

图 1

(a)函数 Rect ( x/ 4) ; (b) Rect [ ( x - 2) / 4 ] ; (c) Rect ( x/ 2) 的

分数傅里叶变换的模值

( ———: P = 0125 ; 22 : P = 0150 ; ┄: P = 0175 ; : P = 1100)

是高斯 - 厄米函数模式在 x , y 方向上的阶次.

对任何输入函数 ,其分数傅里叶变换定义为距

输入面 Z = PL 处平面上的光场分布为

F
α

{ f ( x , y) } = ∑l ∑m
A lm <lm ( x , y) ·

exp (i rlm PL ) ,

其中 L = (π/ 2) ( n1/ n2) 1/ 2是利用几何光学确

定的渐变折射率介质的焦距 ,除了一个不重要

的常数因子外 ,这一定义与 ( 3) 式是完全相同

的. Lohmann 利用 Wigner 分布函数的相空间

旋转 ,给出了光学分数傅里叶变换的另一种定

义[3 ] :将 Wigner 分布函数在相空间进行逆时针

旋转α= Pπ/ 2 角的光学变换 ,即 P 级的分数

傅里叶变换. 随后的研究表明 ,分数傅里叶变换

的这两种定义是完全等价的[12 ] . 由于自由空间
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图 2 　Lohmann 提出的实现分数傅里叶变换的

透镜组合结构

(a)双透镜结构 ; 　(b)单透镜结构

传播和透镜的组合也能够实现 Wigner 分布函

数的旋转 ,于是 , Lohmann 提出两种透镜组合

结构来实现分数傅里叶变换 ,如图 2 所示. 图中

R = tan (α/ 2) , Q = sinα, FI 为标准焦距. 通过

简单的推导可以得到输入和输出函数的关系为

U 2 ( v) = FP{ U 1 ( x ) } = c∫U 1 ( x ) ·

exp
iπ
λFI

[ ( x 2 + v2) cotα

- 2 x vcscα] d x , (7)

其中 U 1 , U 2 分别为输入、输出函数 , c 为复常

数。

　　光学信息处理中经常需要两个或更多级次

的分数傅里叶变换进行级联 ,由于分数傅里叶

变换特殊的相似性质 ,它要求级联的前一级结

构的标准焦距等于后一级结构的标准焦距[13 ] .

对 Lohmann 提出的两种结构来讲 ,一旦安排使

用的透镜和分数傅里叶变换的级次选定 ,则系

统的标准焦距就确定下来 ,这样十分不利于分

数傅里叶变换的级联 ,为了解决这一问题 ,一些

能够改变标准焦距的结构被提出和发展[13 ,14 ] .

此外 ,还有一些结构是利用菲涅耳衍射来实现

分数傅里叶变换[15 ] .

4 　光学分数傅里叶变换的应用

分数傅里叶变换与传统傅里叶变换有许多

相同的性质 ,却又具有其自身的特点 ,所以自从

它被引入到光学领域 ,它的应用就一直吸引着

人们的注意.

411 　信号分离与噪音去除[16 ]

分数傅里叶变换是一种空间平移变的操

作 ,所以许多在空间域和频率域都重叠的信号

和噪音在特定的分数傅里叶变换域却能够很好

地分开. 因此只需一个简单的振幅滤波器就可

以实现信号分离或噪音去除. 图 3 给出一个在

分数傅里叶变换域利用纯振幅滤波器进行噪音

去除的示例. 这一示例表明 ,对于特定的噪音 ,

在分数傅里叶变换域中进行滤波可以得到较好

的效果.

412 　演生新的变换

分数傅里叶变换的提出 ,也为一些新变换

的产生奠定了基础 ,我们给出三个例子来说明.

41211 　分数相关[9 ]

相关操作在光学信息处理中经常被用来确

定输入物体和目标的相似程度 ,利用傅里叶变

换 ,可以得到相关的一种定义为

C ( x) = F - 1{ F{ f ( x ) } F 3 { g ( x) } } , (8)

其中符号“3 ”表示复共轭. 相仿地 ,可以利用分

数傅里叶变换定义分数相关为

CP
1

, P
2

, P
3 ( x ) = FP

3{ FP
1{ f ( x ) } FP

2{ g ( x) } } .

(9)

为了得到尖锐的相关峰 ,分数级次 P1 , P2 , P3

还应满足一定条件 . 分数相关的相关峰强度不
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图 3 　分数傅里叶变换域滤波的实例

(a)输入信号 ; (b)具有噪音的输出信号 ; (c)在 P = 0133 的分数傅里叶变换域滤波得到的结果 (实线) 和需要的信号 (虚线) ;

(d)在傅里叶变换域滤波得到的结果 (实线) 和需要的信号 (虚线)

仅同两物体的相似程度有关 ,而且同两物体的

相对位置有关. 通过改变分数傅里叶变换的级

次 ,分数相关的这种平移变性质还可以得到控

制. 将分数相关与谐函数展开的方法相结合 ,就

可以实现信号畸变不变而空间平移变的相关 ,

从而能够有效地应用于局域目标识别中[17 ] .

41212 　分数子波变换[18 ]

子波变换是一个十分重要的联合表象工

具 ,已经成功地应用于数据压缩、声音分析、相

关识别等领域 ,可以在相关的文献中找到它的

定义[18 ] . 将分数傅里叶变换和子波变换相接

合 ,可以构造一种新的变换 ———分数子波变换 ,

其定义为

W P ( a , b) =κf ( x′) B ( x , x′, P) ·

1

| a |
h 3 (

x - b
a

) d x , (10)

其中 h ( x) 是子波母函数 , a 和 b 分别是扩因子

和平移因子. 分数子波变换是先将输入信号进

行优化级次 P 的分数傅里叶变换 ,然后再进行

子波变换. 当 P = 1 时 ,分数子波变换变为通常

的子波变换. 与传统的子波变换一样 ,利用分数

子波谱还可以重构输入信号.

分数子波变换利用了分数傅里叶变换的局

域特征来提高子波变换的重构能力. 模拟实验

结果表明 ,分数子波变换能够有效地进行图像

压缩 ,而且具有较小的重构误差.

41213 　分数盖伯变换 [11 ]

传统的盖伯变换是 Gabor 在 1946 年提出

的 ,它在雷达系统、声纳系统、通讯工程中有着

广泛的应用. 它的定义是

G ( p , q) =∫f ( x ) g 3 ( q - x) ·

exp ( - iπpx) d x , (11)
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其中 g ( x ) 是选定的窗口函数. 盖伯变换是在

傅里叶变换之前 ,将信号乘以一个可以移动的

窗口函数 ,因而它又称为窗口傅里叶变换. 相仿

地 ,如果在分数傅里叶变换之前 ,将信号乘以一

个可以移动的窗口函数 ,可称为分数盖伯变换

或窗口分数傅里叶变换 ,即

GP ( p , q) =∫f ( x ) g 3 ( q - x) ·

B ( x , p , P) d x . (12)

如果窗口函数是能量归一的 ,利用分数盖伯变

换谱可以重建原信号. 在分数盖伯变换的基础

上 ,我们还提出了一类新的窗口分数变换 ,如窗

口分数余弦变换、窗口分数正弦变换等. 这些新

变换的提出为信号的分析与综合带来了新的工

具 ,必将推动光学信号和信息处理的发展.

413 　利用分数傅里叶变换实现 Radon -

Wigner展示

Radon - Wigner 变换 ( RWT) 是将信号的

Wigner 分布函数在相空间按任意角度投影 ,它

和时间 - 频率或空间 - 频率分析有着密切的关

系 ,并广泛地应用于信号处理领域中[19 ] . 一维

信号的 Radon - Wigner 展示 ( RWD) 是一个二

维分布 ,它在一个方向上是信号的 RWT 谱 ,在

另一个方向上是投影角的连续变化. 最近的研

究表明 , P 级的分数傅里叶变换的模平方即是

角度为 < = Pπ/ 2 的 RWT ,受这一发现的启发 ,

我们最近提出和发展了一些利用分数傅里叶变

换实现 RWD 的结构[20 ] .

在 Lohmann 提出的结构 Ⅱ中 [如 图 2 (a)

所示 ] ,输出平面的透镜只使输出函数引入了一

个纯相位因子 ,而 RWD 是分数傅里叶变换的

模平方 ,所以这一透镜可以从光学系统中取消.

如果一维信号沿 x 轴分布 ,投影角随纵坐标 y

变化 , 我们提出如图 4 所示的结构来实现

RWD ,其中参数为 : Z ( y) = (1 - cy) FI , P ( y)

= 2sin - 1 (1 - cy) /π, f ( y) = FI/ tan[ sin - 1 (1 -

cy) ] , c 是实常数 ,该结构中实现傅里叶变换处

的透镜焦距等于 FI. 我们所提出的结构仅使用

一个变焦透镜 ,而且不同级次的分数傅里叶变

换 ,对输入信号的尺度要求都是相同的 ,这样 ,

该结构有利于光学实现 ,并能够应用于多通道

分数相关运算中.

图 4 　实现一维信号 Radon - Wigner 展示的

光学结构示意图

分数傅里叶变换还有许多其他方面的应

用 ,这里只给出几个典型的例子 ,感兴趣的读者

可以阅读相关的文献.

5 　结束语

本文概述了分数傅里叶变换的定义、基本

性质及其光学实现 ,介绍了它在相关识别、信息

处理、光学计算等方面的应用. 自从分数傅里叶

变换引入光学领域 ,在短短的 5 年中 ,它已经得

到了广泛的重视和研究. 将这新的数学工具和光

学技术相结合 ,可望开拓出许多新的应用技术 ,

必将推动光学信号和信息处理的进一步发展.
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蒋 　　跃
(空军雷达学院物理教研室　武汉　430010)

摘 　要 　　介绍了光电子技术在现代雷达中的主要应用. 在雷达信号传输、光信息处理和微波器件的光

控制等方面 ,光电子技术的应用显示出广阔的前景和巨大的经济、军事价值.
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APPL ICATIONS OF OPTOEL ECTRONIC TECHNOLOGY

IN ADVANCED RADAR

Jiang Yue
( Teaching and Research Section of Physics , A i r Force Radar Academy , W uhan 430010)

Abstract 　　The main application of optoelectronic technology in advanced radar systems are de2
scribed ,demonstrating the vast prospect and immense value to the economy and defence ,with regard

to radar signal trans mission ,optical information processing and optical control of microwave devices

etc.

Key words 　　optoelectronic technology ,fiber - optical links ,optical fiber delay - line

1 　引言

如所周知 ,物理学不仅是自然科学的基石 ,

而且也是高新技术的重要生长母体 ,是现代高

技术兵器研制的先导. 光电子技术就是由物理

学生长出来的一门崭新技术学科. 本世纪 60 年

代激光技术的产生 ,70 年代低损耗光纤问世 ,

80 年代末集成光学技术的成熟 ,都极大地推动

了光电子技术的形成和发展.

在当代社会和经济发展中 ,信息容量与日

俱增 ,随着高容量和高速度的信息发展 ,电子学

和微电子学遇到了困难. 仅就目前电子器件及

其系统响应时间来看 ,最快也只能达到 ns 量

级 ,而光器件响应时间则可达到 fs 量级 ,光频

在 1014 —1015 Hz ,而且激光束的频宽可窄至

103 Hz ,因而即使在μm 量级的光纤内 ,也能承

载传送大量的信息 (大于 1012 b/ s·km) . 因此 ,

光作为更高频率和速度的信息载体 ,会使信息

技术的发展产生突破. 在许多领域中 ,凡涉及到

超大、超精、超微、超功率、超高速及复杂图像的

有关应用中都常常要求助于光电子技术. 事实
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