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摘  要   量子纠缠是量子力学的奇妙特性之一 文章对量子纠缠的历史作了简单回顾 介绍了近年来在纠缠的度

量和纠缠态的判别及其分类方面的主要进展
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 关于量子纠缠的历史回顾

量子纠缠是存在于多子系量子系统中的一种奇

妙现象 即对一个子系统的测量结果无法独立于对

其他子系统的测量参数 虽然 近些年来 随着量子

信息这一新兴领域的蓬勃发展 量子纠缠逐渐成为

人们的热门话题 但它并不是什么新生事物 / 纠缠0

这一名词的出现可以追溯到量子力学诞生之初

因为量子力学描述的物理实在具有无法消除的

随机性 所以 从它诞生之日起 围绕量子力学的争

论就从未间断过 其主要表现为以爱因斯坦为代表

的经典物理学家和以玻尔为代表的哥本哈根学派之

间的冲突 自从 年在第五届索尔维会议上爆发

了两位科学巨人的第一次论战开始 到爱因斯坦逝

世的 年间 爱因斯坦不断地给量子力学挑毛病

其间 著名的事例是在 年同 ° 和

一起提出的 ∞° 佯谬 关于 ∞° 佯谬的详细

讨论可参阅前面的讲座文章≈ 这里不再赘述 爱

因斯坦等人在 ∞° 的论文中提出如下一个量子

态≈

7 ( ξ , ξ ) = Θ
+ ]

− ]
¬ [ ι/ ( ξ − ξ + ξ ) π] π ,
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其中 ξ , ξ 分别指代 个粒子的坐标 这样一个量

子态的基本特征是它不可以写成两个子系统量子态

的直积形式

7 ( ξ , ξ ) Ξ <( ξ ) <( ξ ) . ( )

薛定谔将这样的量子态称为纠缠态 爱因斯坦等人

提出纠缠态的目的意在说明在承认局域性和实在性

的前提下 量子力学的描述是不完备的 玻尔虽然对

此作出了相应的回答 但据玻尔的助手说 ∞° 的

文章对玻尔的影响是极为重大的 因为玻尔从中看

到了在考虑多粒子时量子理论会导致纯粹的量子效

应 然而 无论是玻尔还是爱因斯坦 都没有洞悉他

们所讨论的纠缠态的全部含义 在经过了数十年的

努力之后 这些含义才逐渐地被发掘出来≈

为了将量子力学纳入经典决定论的框架 从
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世纪 年代以来 人们提出了一个又一个的隐变量

理论 引进这些隐变量的目的 就是希望将量子力学

中不能对某些观测量作出精确预言的事实归结为还

不能精确知道的隐变量 而一旦这些隐变量决定后

就可以精确地给出任何可观测量 作为一个有价值

的隐变量理论 其结果必须在一定条件下回到量子

力学给出的结果 同时又能预言某些新的与量子力

学不同的东西 这样才能通过新的实验来检验隐变

量理论是否正确 到目前为止 只有决定论的隐变量

理论可以做到这一点≈ 年 爱尔兰物理学家

在其发表的一篇文章中提出一个不等式 这就

是著名的 不等式≈ 在 所设计的实验中 局

域隐变量理论得到的结果满足 不等式 而量子

力学的预言将超出 不等式的限制 这样 的

理论将 ∞° 同玻尔的争论从哲学范畴提升到可以

为物理实验所验证的范畴 年 ≤ ∏

≥ 和 推广了 不等式≈ 得到了更易

于为实验验证的 不等式形式 现称为 ≤ ≥ 型

的 不等式 近 年来 实验物理学家为检验

不等式进行了不懈的努力 为物理学界所普遍

认同的第一个 具说服力的检验 不等式的实验

是法国的 小组在 年做出的≈ 他们使

用的是 ≤ 原子在级联跃迁过程中辐射出的纠缠光

子 实验构思十分精巧 实验结果显示 不等式

被违背 从而推翻了决定论的局域隐变量理论 随着

实验技术的进一步发展 对 不等式的检测越来

越接近理想的情况 为此 在 年 在著名

杂志5 ∏ 6上发表文章 对近几十年的实验进展

专门做了回顾≈ 奥地利的 小组以及旅美

华人科学家史砚华 !区泽宇等人 在 不等式的实

验检测方面都开展了卓有成效的工作≈

然而 纠缠态的功用决不仅仅在于检验基本理

论的完备性 随着量子信息科学的开展 纠缠态才找

到了其施展作为的主战场 现在 量子纠缠态可以被

用于量子密钥分配 !量子浓缩编码 !量子隐形传态 !

量子纠错码 !量子计算等领域≈ 对量子纠缠的

深入研究无论是对于量子信息的基本理论还是对未

来潜在的实际应用都将产生深远的影响

那么 什么样的量子态才算是纠缠态呢 对于

一个由 个子系统构成的复合系统 如果系统的密

度矩阵不能写成各个子系统的密度矩阵的直积的线

性和的形式 则这个复合系统就是纠缠的 即

Θ Ξ Ε
ι

πιΘ
( )
ι Θ

( )
ι , Θ

( Ν)
ι , ( )

这里 πι ∴ ,并且 Ε
ι

πι = .

 纠缠的度量

当两地分享了一定量的纠缠态的时候 纠缠的

所有者们可以通过对纠缠态做局域操作并辅以经典

通信的手段来行使量子通信 !量子计算的功能 如量

子隐形传态 !量子密钥分配 !量子浓缩编码 !量子远

程计算≈ 等等 这都是要以消耗两地共享的纠缠

态为代价的 所以 在量子信息中 纠缠经常被看作

是一个非局域的源 于是 如何对纠缠定量化就被提

升到一个很重要的地位 我们先来介绍由两子系构

成的复合系统的纠缠定量化问题 目前 人们已广泛

使用四个 态≈ 作为定量化两子系系统纠缠的

标准 每个 态的纠缠度定义为 也称为一个

纠缠比特 所谓纠缠度 就是指所研究的纠缠

态携带纠缠的量的多少 纠缠度的提出为不同的纠

缠态之间建立了可比关系

纯态纠缠度的定义是建立在渐进等价性的基础

上的 我们对渐进等价性可以作如下理解 比如说我

们有纠缠态 | 7 4的 Ν份拷贝 , 通过对其进行局域

操作并辅以经典通信 我们能产生多少 单重态

呢 一般情况下 能够产生出的 单重态的数目

与 的比不是一个常数 但随着 Ν的增长 ,这个比

值越来越逼近某个确定的数值 Ε ,当 Ν ψ ] 时 ,可

达到这个确定的比值 .理论证明 ,当 Ν ψ ] 时 , Ν份

7 4和 ΝΕ 份 单重态之间的变换近似为可逆

变换≈ 这样 我们在数学极限意义下定义了态

与态之间的等价关系 称为渐进等价性 这里 数值

Ε 就是纯态 7 4的纠缠度 采用渐进等价性的理由

是 对于未来的量子信息过程 往往要处理同一纠缠

态的大量拷贝 如此一来 采用不同纠缠态作为非局

域的源 它们之间的变换关系近似为大数行为 另外

的一个原因是 近来的理论表明 只有局域幺正等价

的纠缠态之间才存在基于局域操作和经典通信限制

下的可逆变换≈ 在一般情况下 纠缠态之间的确

定性的可逆变换是无法实现的 我们只能在数学极

限意义下寻求等价性关系

在给出具体的纠缠度定义之前 我们先来谈谈

定量化纠缠度所遵从的原则 在承认蒸馏纠缠 在下

面我们将作详细介绍 是一种好的纠缠度定义的前

提下 近波兰科学家 父子将定义纠缠

度的假定前提分成三组≈ 明显假定 非负

## 物理



性 即 Ε(Θ) ∴ ; 当 Θ为非纠缠态 ,则 Ε(Θ) ;

个 态的纠缠度为 基本假定 局域

操作下的单调性 如果仅对纠缠态 Θ的各个子系实

施局域的量子操作 ,以 πι 的概率获得量子态 Ρι ,则

纠缠的期望值不能增长 , 即 Ε(Θ) ∴ Ε
ι

πιΕ(Ρι) ,

Ε
ι

πι = ; ( ) 凸性 (信息抛除下的单调性) :

Ε( Ε
ι

πιΘι) [ Ε
ι

πιΕ(Θι) , Θ = Ε
ι

πιΘι .( ) 渐进性

假定 :( ) 部分可加性 Ε(Θ
ν) = νΕ(Θ) ;( ) 连续

性 : 如果当 ν ψ ] 时3 7 ν
Θν 7 ν4 ψ , 则

ν
Ε( 7 ν) − Ε(Θν) ψ ,这里 Θν 为 ν 对的联合

态 这三组假定是对目前所认识到的纠缠态规律的

一个概括性的总结 带有相当普遍的意义

目前 对两子系复合系统中纯量子态的纠缠定

量化工作已经完成 对于一个两子系的纯量子态

7 4 , 它的纠缠度等于任一子系统约化密度矩阵

的 ∂ ∏ 熵 Σ(Θ )[ ] 子系 比如说

∂ ∏ 熵的求法是 先求出子系约化密度矩

阵 Θ = Τρ Θ 的所有本征值{ πι} , 则

Σ(Θ ) = − Ε
ι

πι πι . ( )

两子系复合系统的一个特征是它可以进行 ≥

分解≈ 比如说一个 μ ≅ ν 维的复合系统 ,不妨令

μ [ ν ,则此系统中的任一纯态 7 4 可以写成

7 4 = Ε
μ

ι =

πι ι4 ιχ4 , ( )

这里 { ι4 } 与{ ιχ4 } 分别为 与 子系 μ 维空

间中的一组正交基 由此我们可以看出两个子系统

的 ∂ ∏ 熵是相等的 注意 也仅有两子系

复合系统中的纯态才一定可以展成 ≥ 分解的

形式 对多子系复合系统中的纯态 ≥ 分解不

再必要 于是 单个子系的 ∂ ∏ 熵也无法

完全刻画多子系系统的纠缠

定量化纠缠的困难在于混和态纠缠度的定义

由于在混合纠缠态中 量子关联成分和经典关联成

分杂糅在了一起 我们可以把经典关联看作是量子

关联的/ 噪声0 / 噪声0过大就会湮没量子关联成分

比如说某些混和纠缠态是不违背 不等式的 但

我们可以采用某些特殊的方法从中提取出 大纠缠

态 而 大纠缠态是违背 不等式的 但是研究混

和纠缠态是十分必要的 原因在于 在实际的纠缠态

的产生 !传送和存储的过程中 我们无法完全避免其

与外界环境 !各种噪声和耗散因素相互作用 而作用

的结果会使其从一个纯态变为混和态 但对某些量

子信息过程 仅有纯纠缠态才能胜任 比如量子隐形

传态 基于这一思想 美国科学家 等人提出

了生成纠缠 和蒸馏纠缠

的概念≈ 这虽然仅是

对纠缠度的两个形式化的定义 但其物理意义是十

分鲜明的 生成纠缠 Εƒ(Θ ) 定义为 :通过局域操

作和经典通信过程 ,为制备纠缠态 Θ 所消耗掉

态的 小数目 ,即如果制备 Θ 的 ν份拷贝需要κ个

态 ,则生成纠缠 Εƒ(Θ ) =
ν ψ ]

κ

ν
.类似地 ,蒸

馏纠缠 Ε⁄(Θ ) 定义为 :通过局域操作和经典通信

过程 ,可以从 Θ 中提取出的 态的 大数目 ,

即 ,有 ν 份 Θ 的拷贝 ,可从中提取 κχ 个 态 ,则

Ε⁄(Θ ) =
ν ψ ]

κχ ¬

ν
.生成纠缠和蒸馏纠缠的关系

是 : Εƒ ∴ Ε⁄ ,当所考虑的态为两子系复合系统的纯

态时 , Εƒ(Θ ) = Ε⁄(Θ ) = Σ(Θ ) , 与纯态情

况下的渐进等价性的定义是相吻合的 通常人们把

通过局域操作和经典通信的手段 从部分纠缠态中

提取 大纠缠态的过程叫做纠缠纯化≈ ∏ 2

如果部分纠缠态为纯态 则称

为纠缠浓缩≈ 纠缠纯化所依据的思想是 在局域

操作和经典通信的前提下 纠缠的期望值不能增加

这一结论隐含了不能通过局域手段从非纠缠态的系

综中获得纠缠态 但这并不能排除利用局域操作和

经典通信从一个部分纠缠态的系综中挑出一个子系

综 使其拥有更大的平均纠缠 从 ΕΔ 的定义可以看

出 , Ε⁄的获取依赖于 佳的纠缠纯化方案 .目前 ,人

们尚未能找到通用的 佳纠缠纯化方案 .所以 ,在绝

大多数情况下 ,仅能给出 Ε⁄ 的上限 同样 对生成

纠缠的研究也仍在继续 • 给出了 ≅ 系统

纠缠态生成纠缠的解析求法≈ 但如何求解更高维

系统量子态的生成纠缠 迄今仍然是一个未解的难

题

以上的两种纠缠度定义虽未给出明确的结果

但它们分别反映了混和态的两个不同的方面 尤其

是蒸馏纠缠 联系着具体的纠缠纯化操作 是一个与

量子信息的实际应用紧密相关的物理概念 在承认

蒸馏纠缠是一种好的纠缠度定义的前提下

父子证明了任何一个满足前面所提的三

组纠缠假定的纠缠度 Ε(Θ) 必须满足 Ε⁄(Θ)

[ Ε(Θ) [ Εƒ(Θ)
[ ] .

另外的一族很具代表性的纠缠度定义是由
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∂ 等人给出的≈ 我们设两子系量子系统所有

量子态的集合为 × 如图 进一步 我们将 Τ分成

两个不相交的子集 :包含所有非纠缠态的子集 Δ 和

所有纠缠态的子集 Ε = Τ − Δ .集合 Τ和 Δ都是凸

集 .这意味着任意的 Θ , Θ Ι Τ( Δ) ] ΚΘ + ( −

Κ) Θ Ι Τ( Δ) .密度矩阵 Ρ的纠缠度定义为

Ε(Ρ) =
ΘΙ Δ

Δ(Ρ+ Θ) , ( )

上式中 Δ 表示两个密度矩阵之间的距离 这是一

个几何意义非常鲜明的定义 所谓纠缠度 就是密度

矩阵距离非纠缠态集合的 小距离 ∂ 给出了

两种距离度量 一个是 ∂ ∏ 相对熵

Σ(Ρ+ Θ) = Τρ{ Ρ
Ρ

Θ
} , 另外一种距离量度是

∏ 矩阵 Δ (Ρ+ Θ) = − Τρ{ ΘΡ Θ}
/ . 可以

证明 用 ∂ ∏ 相对熵定义距离的纠缠度

在纯态情况下与 ∂ ∏ 熵的纠缠度相

等≈ 这种基于距离的纠缠度定义不依赖于具体的

物理操作 反映了纠缠态区别于非纠缠态的本质 并

且 利用非纠缠态是凸集的性质 可以发展有效的数

值搜寻方法来求解距离的极小值

图  

除此以外 还有很多纠缠度的定义 这里不再赘

述 迄今为止 人们仍未放弃寻找物理意义鲜明 同

时又简单 !易求解的纠缠度定义

多子系系统的纠缠态具有很多为两子系系统纠

缠态所不具备的性质 定量化纠缠非常困难 目前对

其的研究尚处于起步阶段 等人研究了多子

系系统纯纠缠态的定量化问题≈ 前面我们也曾提

到 当子系的数目大于 时 系统的纯量子态不一定

能展开成为 ≥ 分解的形式 于是 各个子系的

∂ ∏ 熵可能是不相等的 这启示人们 描

述多子系系统的纠缠度不能由一个数 而应由一组

数来描述 等人定义一组态 Γ = { 7 , 7 ,

, , 7 κ} 为 小可逆的纠缠生成集 任何一个多子

系系统的纯纠缠态可由这组生成集以渐进可逆的方

式实现 每个生成元都联系着一个纠缠度 但是 目

前对这个生成集的构成尚不十分清楚

 纠缠态的判别及其分类

我们在第一节中已给出了纠缠态的定义 但这

种定义是非常形式化的 一般情况下 当我们拿到一

个具体的密度矩阵的时候 我们不知道它是否具有

子系密度矩阵的直积形式的分解 也就是说 我们不

知道它是纠缠的还是非纠缠 可分 的 先研究这

个问题并取得重要进展的是 ° 他给出了判别两

子系系统的量子态为可分的必要条件≈ 这个必要

条件是这样陈述的 两子系系统可分量子态 Θ 的

部分转置矩阵 Ρ 为半正定 .这里 Ρ 与 Θ 矩阵元

的关系为

Ρμ Λ , νΜ = 3 μ 3ΛΒ Ρ ν 4 ΜΒ4 =

3 μ 3ΜΒ Θ ν 4 ΛΒ4 = ΘμΜ, νΛ , ( )

此条件可以作为判别纠缠态的充分条件 即 如果我

们发现一个密度矩阵的部分转置矩阵带有负的本征

值 我们就可以判定这个量子态为纠缠态 人们将部

分转置为负定的情形简记为 °× 相反 部分转置

为半正定则记为 °°× 等人随后证明了

°°× 是 ≅ 和 ≅ 系统可分态的充分必要条

件≈ 但若维度大于 ≅ °°× 仅为必要条件 同

时 °°× 也是一个与不可蒸馏性紧密相关的概念

任何一个带有 °°× 特性的两子系复合系统的量子

态 即使生成纠缠不为零 但蒸馏纠缠为零 即我们

无法通过局域操作和经典通信的手段从中提取出

态 将这种态称为/ 束缚纠缠态0≈

这直接导致了纠缠态的分类 我们将束缚纠缠态以

外的纠缠态统称为/ 可蒸馏的纠缠态0 新的研究

成果表明 即使是 °× 的纠缠态也存在束缚纠缠态

的情况≈

由于无法从束缚纠缠态中蒸馏出 态 所以

束缚纠缠态不能胜任 态在量子通信中所扮演的

角色 但束缚纠缠态的存在 揭示了自然界更为深刻

的一面 即信息的不可逆过程 这很类似于热力学中

的熵增加现象 近来 关于束缚纠缠态的研究被普遍

开展 人们发现在束缚纠缠态中存在一种/ 纠缠激

活0的有趣现象≈ 即当两地分享某种可蒸馏的纠

## 物理



缠态的同时也分享一定量的束缚纠缠态 在这种情

况下 束缚纠缠态可以起到一定的/ 抽运0作用 使可

蒸馏纠缠态具有更强的隐形传态能力 另外 某些高

维情况下的束缚纠缠态 其隐形传态的能力也高出

了经典限制≈

 结语

进入 年代以来 随着量子信息科学的蓬勃兴

起 量子力学的叠加性和非局域性被重新挖掘出来

开始为人的意志服务 随着实验技术的迅猛发展 量

子信息的技术革命必将不可阻挡 现在 量子纠缠在

量子信息科学中所占的比重越来越突出 于是 对纠

缠态的定量化研究以及对其所处的 空间结

构的认识 这些关系到量子纠缠本质的问题 也就显

得越来越重要 对其的深入理解将有助于人们开发

出更多神奇的应用

本文主要综述了自 年以来 在离散

空间纠缠态的理论研究方面的主要进展 成

果无疑是显著的 但有很多重要的问题仍未完全解

决 有待于进一步的深入研究
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展了密切的国内外合作 也取得很好的研究成果 例

如 湘潭大学的钟建新先生领导的小组 通过与欧洲

一些单位的合作 年在5° √ 6上发

表论文 篇 第一作者 河南师范大学匡乐满领导

的研究小组 连续在5° √ 6上发表 篇论

文 对这样的研究小组也应该给予特别的关注

从所收到的结题材料看 大多数的结题报告

都按要求整理得很好 但也有些很不认真 报告中讲

发表了多少多少论文 可材料中既没提供文章的证

据 也没注明文章的页码 !卷号等 对这些查无实据

的文章 本文没有统计 有些结题材料中还夹杂了一

些与基金项目完全无关 因没有提到基金的支持 甚

至不是项目成员完成的论文 对这样的论文 本文没

有统计 我们希望在 年的项目结题中 项目执

行人要认真做好结题报告 单位主管科研的领导或

管理人员能认真审查 所报成果能够有根有据 以免

出现虚报造假现象

由于对所统计的国际特邀报告 没有找到具

体的证明材料 所以本文没能给出被邀专家名单 这

是本文不足之处 在以后的结题总结中 希望能看到

国际特邀报告的邀请信复印件

上述看法和建议 可能有不当之处 作者希望能

听到批评或建议意见 以便做好来年的总结

##卷 年 期


