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摘  要   准晶的高分辨电子显微像常显示为直径为 u±° !呈十重对称的圆盘 o它们还经常重叠 q据此 o�∏°°¨̄·在

t||x年设计出一种内部涂有两种颜色的正十边形 o并且证明只要在覆盖时两个十边形中同一颜色的部分相重 o就会

给出准周期的 ° ±̈µ²¶̈ 图 q这种覆盖理论只需要一种正十边形的 / 准单胞0 o覆盖部分是相邻 / 准单胞0生长的核 q覆盖

越多 o结构越稳定 q�∏°°¨̄·在 t|||年将正十边形中的两种颜色去掉 o既可给出准周期结构 o也可给出周期结构 o以及

介于它们两者之间的各种中间结构 q

关键词   准晶 o十边形 o覆盖 o近似晶体相
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五重对称准晶在 t|{w年秋问世后不到一个月 o

物理学家就借用数学家 ° ±̈µ²¶̈ 在十年前提出的由

正五边形为主构成的非周期拼接图k图 t中细线l≈t 

作为准晶的二维构图 o简称 ° ±̈µ²¶̈ 拼图或 ° ±̈µ²¶̈

图 q它由正五边形k³l ovyβ顶的五角星形k¶l o菱形

k«l和船形k¥l四种拼块k·¬̄̈ l拼接k·¬̄¬±ªl而成 q顾名

思义 o拼接既不允许留有空隙 o也不允许重叠 o有如

用木块铺地板一样 q另一方面 o为了保持拼图的非周

期性k¤³̈µ¬²§¬¦l o拼块的拼接应遵循严格规律 q紧接

着 o美 !苏 !法的数学晶体学家将四维空间中的立方

格子投影到一张二维平面上 o如投影取向的选择与

无理数 Σ� kt n xlru � trku¦²¶zuβl有关 o就可得出

五重对称的非周期 ° ±̈µ²¶̈ 图 q由此可见 o° ±̈µ²¶̈ 图

中的结点都有固定的位置 o因此它的傅里叶变换也

应显示五重对称和长程位置序 q这能圆满地解释五

重对称准晶的电子衍射图中有明锐的衍射斑点 o因

此 ° ±̈µ²¶̈ 图很快就被广泛地接受为五重对称三维

二十面体准晶和二维十重对称准晶的模型 q与传统

的周期性晶体一样 o准晶也有长程位置序 o只是无周

期性 o而五重 !十重以及后来发现的八重和十二重旋

转对称的出现只是因为不再有周期平移对称约束的

结果 o无足为奇 q

尽管如此 o还是不断有人对准晶的 ° ±̈µ²¶̈ 图

模型提出质疑 q首先是四种拼块k° ±̈µ²¶̈≈u 后来曾

进一步将其简化为两种l o为什么一种物质内要有多

种重复单元呢 � 其次 o它们的严格拼接规律和长程

位置序如何能在急冷凝固中得以实现呢 � 此外 o
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图 t  五重对称非周期 ° ±̈µ²¶̈ 拼接图k细线l≈t 

≈在正五边形 ³之间有 vyβ顶的菱形 «o船形 ¥和五角星形 ¶q将正

五边形的中心连接k粗线l可以得到 zuβ顶的扁六边形 � o船形 �o

五角星形 ≥ q两个 � 及一个 �构成一个正十边形 ⁄o相邻 ⁄之间

可以重叠 o共有一个 � 

° ±̈µ²¶̈ 图也难以阐明准晶的生长及稳定性 q另一方

面 o十重对称 �¯p ≤²p ≤∏及 �¯p �¬p ≤∏准晶的高

分辨电子显微像经常显示直径约为 u±° 的十边形 o

其中不少部分重叠 q�∏µ®²√ 因此提出十边形原子簇

覆盖的设想≈v  q

图 u  双色正十边形的重叠k�∏°°¨̄·≈w l

≈ � 重叠k¥) l̈可以是一个扁六边形 �k¥l o船形 �中的一部分k¦o

§lk一个扁六边形l o或两个船形 �重叠构成的五角星形 ≥ 中的一

部分k l̈k也是一个扁六边形l q�重叠k©l比较复杂 o上方两个相邻

扁六边形 � 部分重叠 o下方两个船形 � 重叠构成一个缺了一

角的五角星形 

u  �∏°°¨̄·准周期覆盖理论kt||xl
≈w 

针对 ° ±̈µ²¶̈ 图的上述问题 o德国的青年数学

家 �∏°°¨̄·在她的博士论文工作中 o从正十边形的

覆盖k¦²√ µ̈¬±ªl出发探索十重对称准晶的模型≈w ) y  q

首先 o她设计一种黑白双色十边形≈图 uk¤l  o可分

解为两个扁六边形 � 和一个船形 �q允许重叠 o特别

是黑色部分重叠 o但应满足两个双色十边形的各自

构形 q覆盖有如用瓦片盖房顶 o必须重叠 q从图 u 中

的两个十边形的覆盖可以看出 o覆盖面积可以是一

个扁六边形 �k� 重叠l o如图 uk¥) l̈所示 o也可以

是一个压扁了的十边形k�重叠l o如图 uk©l所示 q在

图 uk¥l中 o两个十边形中的扁六边形 � 重叠 ~在图

uk¦o§l中 o一个十边形中的船形k�l的一部分与另一

个十边形中的扁六边形重叠 ~而在图 uk l̈中 o两个

十边形中的船形 �部分重叠 o合成一个五角星形 ≥ o

但重叠部分仍是一个扁六边形 q在图 uk©l中 o两个

船形的重叠部分大 o合在一起是一个缺了一角的五

角星形 q经过连续的重叠与扩展 o发展成一片由 zuβ

扁六边形 � ozuβ顶的船形 �以及 zuβ顶的五角星形

≥构成的 ��≥ 非周期排列 q如将图 t 中 ° ±̈µ²¶̈ 图

中的正五边形的中心连接起来 o围绕 vyβ菱形 «的 y

个五边形构成一个边长增大的扁六边形 � o围绕 vyβ

船形 ¥的 {个五边形构成一个增大的 zuβ船形 �o围

绕 vyβ五角星形 ¶的 ts 个五边形构成一个增大的

zuβ五角星形 ≥k在图 t 中均用粗黑线画出l q两个 �

与一个 �合成一个十边形 ⁄o显然 o用 � o�o≥ 结构

单元可拼成五重对称准周期 ° ±̈µ²¶̈ 图 q

经过严格的数学推导 o�∏°°¨̄·证明这种由双

色正十边形覆盖得出的结果与 ° ±̈µ²¶̈ 图完全一

致≈x oy  q但是两者意义显然不同 q首先 o覆盖理论只

有一种重复单元 o有人称之为/ 准单胞0 q其次 o相邻

单元的覆盖是近程操作 o只要求两个双色十边形的

黑色部分重叠 q更重要的是它能较好地描述准晶的

生长过程 o重叠部分已经在原有的十边形单元中存

在 o可以作为新生长出的十边形单元的核 q重叠部分

越大 o新单元越容易生成 q重叠数目越多 o单位面积

内的十边形数目越多 o十边形中心间的距离越短 q如

果十边形单元是一种低能量的原子簇 o准晶的能量

也就越低 q从这个角度也就容易理解有些准晶在一

定温度范围内是热力学稳定态 q

虽然 �∏°°¨̄·从一种双色十边形的覆盖出发

得出的准周期排列与 ° ±̈µ²¶̈ 图完全一致 o但是由

于这种机制的物理意义明确 o因此她的主要论点≈x 

在 t||x年发表后 o很快就应用到八重对称≈z 和十二

重对称≈z 二维准晶及二十面体三维准晶≈| ) tt 的理

论研究 q二维十重准晶的高分辨电子显微像也支持

�∏°°¨̄·覆盖理论≈tu ) tx  q图 v 是 �¤p � ±十重准

晶中的高分辨电子显微像≈tx  o将其中的内黑外白的

大像点连接起来 o即可得出 � o�o≥ 的非周期分布 q

在不少情况下 o它们以重叠的十边形出现 o分别用

¥) ©标明 o与图 uk¥) ©l一一对应 q

v  �∏°°¨̄·普适覆盖理论kt|||l≈ty 

如上所述 o从双色十边形的覆盖出发得出的是
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图 v  �¤p � ±十重准晶沿十重旋转轴k见右上角的十重

电子衍射图l的高分辨电子显微像≈tx 

≈内暗外亮的大像点用黑镶白线连接成多边形 �o� o≥及十边形 ⁄

k直径约为 u±°l q相邻十边形原子簇 ⁄之间的重叠 ¥) ©分别与

图 u中的 ¥) ©对应 o¥) ¨属 � 重叠 o©属 �重叠 q左下角 ¦处两个

⁄的重叠部分是船形 �中的一个扁六边形 �k白线l o¦处两个相

邻的船形 �之间的取向与 §处不同 q在图中左边 ¨处的两个 ⁄中

的船形 �重叠 o构成一个五角星形 ≥ o但两个 ⁄的重叠部分仍是

扁六边形 �k白线l q右下角 w 个 ⁄成串重叠 o两端的重叠部分是

扁六边形 �k¥l o中间是 �重叠k©l q左边有两个扁六边形 �k白线l

局部重叠 o右边有两个船形重叠构成的五角星形 ≥k白线l q 

非周期 ° ±̈µ²¶̈ 图 o对应的是完美的十重准晶 q实验

指出 o不但十重准晶的十重高分辨电子显微像常常

不与理想的 ° ±̈µ²¶̈ 图完全对应 o而且还会由十边

形单元中的扁六边形 � ozuβ顶的船形 �ozuβ顶的五

角星形 ≥构成传统的周期性晶体 q除了这些 � o�o≥

结构单元与准晶相同外 o这些晶体的成分也与相应

的准晶相近 o准晶文献称这种晶体为准晶的近似晶

体相k¦µ¼¶·¤̄ ¬̄±̈ ¤³³µ²¬¬°¤±·l q研究这种晶体结构 o

可以有助于了解准晶的结构 o为此我们从 t||s年起

就主要用电子显微镜研究准晶的近似晶体相的结构

单元≈tx otz ) uv  q图 wk¤l是我们在 t||u年发表的正交

近似晶体相 � v̄ � ±的高分辨电子显微像≈tz  o� v̄ � ±

的矩形平面胞在图 w中用 ≠ 表示 q它由两种取向的

� 单元交替出现构成 o图 wk¥l是 � v̄ � ±的结构模

型 q此外 o图 wk¤l中还有一个船形单元 �o它的出现

会使上下的扁六边形 � 的取向改变 o从而在 � v̄ � ±

中产生错排 q这是首次发现 �单元存在于一种晶体

结构中 q

后来我们还在 �¤p � ±合金中观察到完全由相

同取向的 � 单元按底心正交排列的近似晶体相

k图 xl及由不同取向的 �单元构成的几种晶体≈t|  o

由 � 及 �单元交替出现的近似晶体相k图 yl≈us  o以

及几种近似晶体相的共生≈ut  q此外 o在≤vt � ȳs � ±tt

图 w

≈k¤l正交 � v̄ � ±的≈sts 高分辨电子显微像≈tz  q亮像点连接成不

同取向扁六边形 � o给出 � v̄ � ± 的kstsl层矩形k ≠ lkstsl平面

胞 ~k¥l平面胞中的黑点代表 � ±原子 o周围有 ts 个 �¯原子k圆

圈l≈tz  ok¤l中的 � 单元间夹有一个船形 �o改变上下 � 单元取

向 ~k¦l�∏°°¨̄·普适覆盖理论kt|||l≈ty 给出由两种取向 � 单元

k粗线l交替出现的周期排列 o与 k¥l中的正交 � v̄ � ± 的 kstsl

层示意图基本相同 

 

的底心正交单胞中 o扁六边形 � 及 zuβ五角星形 ≥

单元交替出现≈uu  qt||z年 o在东京召开的第 y 届国

际准晶会议上 o我们报告了有关 w 种 �¤p � ±近似

晶体相中 � 及 �单元的不同周期排列方式 o以及一

些无规排列≈tx  q�∏°°¨̄·在这次会议上报告了她的

双色十边形非周期覆盖理论≈uw  q在两年后召开的第

z届国际准晶会上 o�∏°°¨̄·提出了新的普适覆盖

理论 o摒弃了强制产生准周期的双色正十边形 o改用

单色正十边形≈ty  o既可给出由 � o�o≥ 三种多边形

构成的准周期排列 o也可以给出周期结构 o如图 w

k¦l中由扁六边形 � 构成的正交晶体 � v̄ � ± 的

kstsl层结构 o与图 wk¥l基本相同 q根据她的计算tl o

#stz# 物理



完全由 �k图 xl或由 t≥ n u� 结构单元构成的周期

晶体中的结点密度比由 � o�o≥ 非周期排列成的准

晶中的结点密度高 o相对稳定 q�∏°°¨̄·在她的普适

覆盖理论论文中引用的由 � o�o≥ 结构单元构成的

周期晶体的有关论文均出自我们实验室 q

 tl与 ° q�∏°°¨̄·的私人通信

图 x  正交 �¤p � ±的≈sts 高分辨电子显微像≈t| 

≈内暗外亮大像点连接成同一取向的船形 �o构成底心矩形kstsl

平面胞k用 3 标明l q左下角是≈sts 电子衍射图 q在船形绘图右上

部分贴的是根据结构模型计算得到的模拟像 o与观察结果一致 

图 y  正交 �¤z � ±x 的≈sts 高分辨电子显微像≈t| 

≈内暗外亮大像点连接成同一取向的船形 �及两种取向的扁六边

形 � q� 列与 � 列交替出现 o构成底心矩形 kstsl平面胞 k用

3 标明l q 

�∏°°¨̄·的普适覆盖理论只是在 t||| 年 | 月

的国际准晶会议上才以会议报告形式提出来 o这个

新理论的详尽报道尚未发表 q目前也只讨论了理想

的 ° ±̈µ²¶̈ 准周期和完美的近似晶体相两种极端情

况 o介于两者之间的中间情况尚未涉及 q我们过去在

实验上已观察到不少这种中间结构 o今后应根据

�∏°°¨̄·的普适覆盖理论进行研究 q过去对准晶及

其近似晶体相以及它们中的位错及相错k³«¤¶²±l分

析所用的高维空间投影r切割法 o大都是采用 ° ±̈2

µ²¶̈ zuβ及 vyβ两种菱形拼块 q今后似应从 ° ±̈µ²¶̈ 正

五边形等拼块及 �∏°°¨̄·正十边形原子簇讨论这

些问题 q由此可见 o�∏°°¨̄·的普适覆盖理论无论从

实验方面还是从理论方面都有广阔的发展余地 o值

得我们深入探讨 q

致谢  对 �∏°°¨̄·博士在她的普适覆盖理论≈ty 发

表前寄来手稿深致谢忱 q本文中的高分辨电子显微

像是由李兴中 !吴劲松博士等提供的 q
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�±·q≤²±©q²± ±∏¤¶¬¦µ¼¶·¤̄¶q≥¬±ª¤³²µ̈ }• ²µ̄§≥¦¬̈±·¬©¬¦ot||{ q

utx

≈ty  �∏°°¨̄·° o�¤±§·≤ q�±}°µ²¦qz·«�±·q≤²±©q²± ±∏¤¶¬¦µ¼¶·¤̄¶q

≥·∏··ª¤µ·ot|||

≈tz  �¬÷ � o≥«¬⁄o�∏² �� q°«¬̄q�¤ªqt||u o�yy }vvt

≈t{  • ∏�≥ o�¬÷ � o�∏² �� q°«¬̄q�¤ªq�̈··qot||{ ozz }vx|
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