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t  引言

傅里叶变换已成为信息处理中的一个极为重要

的工具 ,在科学和技术的许多领域中获得广泛的应

用 .信号 γ( ξ)的傅里叶变换定义为

Γ(Μ) = Θ
]

− ]
γ( ξ) ¬̈³(p ¬uΠΜξ)§ξ , (t)

其逆变换

γ( ξ) = Θ
]

− ]
Γ(Μ) ¬̈³(¬uΠΜξ)§Μ, (u)

(t)式表示信号 γ ( ξ)中频率为 Μ的成分含量为

Γ(Μ) , ξ 可以是时间变量或空间变量 , Γ(Μ)则表示

时间频率或空间频率的成分含量 .(t)式表示 , Γ(Μ)

是 γ( ξ)乘以表示简谐振动或平面波的指数函数

¬̈³( p¬uΠΜξ)的积在 p ] 到 ] 的积分 ;(u)式则表示

信号 γ( ξ)可以分解为一系列的简谐振动或平面波

的线性叠加 , Γ(Μ)正是叠加运算中的权函数 .

如果 γ( ξ)是一个时域或空域中分布在( p ] ,

] )中的稳恒过程或稳定分布 ,则傅里叶分析给出了

近乎完美的结果 .

然而 ,在自然界和科学技术中还有大量信号 ,它

们具有局部的或定域的特性 .例如语言信号 !声纳信

号 !各种电脉冲等 ,这些信号的不显著为零的分量只

出现在一个短暂的时间间隔内 ,此后很快衰减到零 ,

称为快速过程或暂态过程 .

图 t给出这样一个信号 Σ(τ) ,它可以是声纳的

波包 ,也可以是地震波 .该信号的特点是在某一时刻

τs 突然出现(此前可能完全没有信号) ,且经过时间
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Σ很快衰减到零 ,所以是一个很短暂的信号 ,可以称

为/ 小波0信号 .

图 t  / 小波0信号

许多光学信号具有同样的特征 ,例如远处空中

的目标 !显微镜下的小物体 !被鉴别的指纹等 ,它们

不显著为零的分量只分布在有限的区域内 .上述信

号称为局部信号或暂态过程 .对于局部信号或暂态

过程 ,傅里叶分析就不完全适用 .首先 ,我们仅对 ∃τ

内的时间信号感兴趣 ,没有必要在过去 !现在及未来

的无限长时间范围内对信号进行分析 ;类似地 ,在处

理定域于 ∃ξ 内的空间图像时 ,也没有必要对全平

面内的信号进行全局的分析 .

在许多情况下 ,在 ∃τ或 ∃ξ 以外的信号是未知

的 ,它可能是零 ,也可能是背景噪声 ;对它们我们不

太了解 ,测不准 ,或不感兴趣 .如不加选择地把

( p ] , ] )内全部信号进行傅里叶处理 ,还可能产生

较大的误差甚至错误 .

此外 ,一个局部的信号在 ∃τ或 ∃ξ 以外较远处

几乎完全等于零 .当用它们的频谱来恢复或重构这

些信号时 ,在 ∃τ和 ∃ξ 外很远处也会出现一些非零

的分量 ,它们一般不是信号 ,而是在傅里叶逆变换中

频域综合不够充分而产生的噪声 .

在一些课题中 ,我们往往不满足于了解信号在

全部区间内的综合的频谱分布 ,而希望了解某一区

间或某些区间内的信号对应的频谱 .例如在地震勘

探中 ,为了分辨分层的地层和矿床结构 ,我们需要在

时域和频域中仔细分析不同时刻的信号在不同频谱

区间中的行为 ,而傅里叶分析只能提供在长时间内

的信号整体的频谱 ,显然不能满足我们的要求 .

近年来发展起来的小波分析 ,正好克服了傅里

叶分析的上述缺点 .它和傅里叶分析的一个重要区

别 ,在于它恰恰适用于处理局部或暂态信号 .因此 ,

小波分析已成为数学和信息处理中的一个新兴的学

科分支 .

在本文中 ,作者从短时傅里叶变换k¶«²µ·p·¬°¨

ƒ²∏µ¬̈µ·µ¤±¶©²µ°l的分析入手 ,引入小波变换的基

本观念 ,然后讨论小波变换的基本性质 ,并介绍小波

变换在光学信息处理中的应用 .对于小波变换的理

论有兴趣的读者 ,可参阅 ≤«∏¬的经典著作[ t] ,以及

�¬≈u  o≥«̈ ±≈v 等撰写的综述 q

u  从短时傅里叶变换到小波变换

为了有效地提取一个局部信号 γ ( ξ)的信息 ,

我们必须引入一个局部化的变换 .所谓局部化 ,包含

两个要素 :第一 ,被分析的区间要有一定的宽度

∃ξ ,我们仅对 ∃ξ 及其附近的信息进行处理 ;第二 ,

被分析的区间有一个中心坐标 ξ¦,当 ξ¦改变时 ,就

可以提取不同的信息 .

为了实现局部化 ,一个有效的方案是将傅里叶

变换基元函数乘一个窗函数 Ξ( ξ p ξ¦)再进行变

换 , ξχ 为窗函数 Ξ的中心 .如果 Ξ( ξ)和它的傅里叶

谱 Ω(Μ)有足够快的衰减速度 ,窗函数就是一个局

部化的函数 .

由于窗函数具有局部处理的功能 ,上述定义的

变换称为短时傅里叶变换 k¶«²µ·p ·¬°¨ ƒ²∏µ¬̈µ

·µ¤±¶©²µ° o简记为 ≥× ƒ× o以区别于常规傅里叶变换

ƒ×l q在 ≥×ƒ × 中 o频率变量 Μ和坐标变量 ξ¦同时

出现在变换函数中 ,这是短时傅里叶变换和常规傅

里叶变换的一个重要区别 .在常规的傅里叶变换中 ,

坐标变量和频率变量分别单独出现在信号函数 γ

( ξ)和它的频谱 Γ(Μ)中 .在 ≥×ƒ × 中 ,正是 ξ¦和窗

口宽度 ∃Ξ ,使这一变换具有局部处理的功能 .改变

ξ¦,窗口就在空域中移动 ,以获取不同区域的信息

( ξ¦通常称为位移因子) ,而 ∃Ξ则限制了被处理空

间的范围 .

与 ∃Ξ相对应 ,存在频率窗宽度 ∃Ω .当 ∃Ξ和

∃Ω 都有限时 ,我们称函数 Ξ( ξ)在空域和频域同时

局部化 . ∃Ξ∃Ω 称为空间 p 频率窗 ,它限制了空域

和频域中被处理区域的范围 .短时傅里叶变换的局

部性 ,其特征在于处理过程限制在空间 p 频率窗内

进行 ,且窗的位置是可变的 .然而无论 ∃Ξ还是 ∃Ω

都是常数 ,不会随信号中心频率的变化而变化 ,这使

短时傅里叶变换在处理一些奇异性的信号时显得无

力 .恰恰是在这一点上 ,小波变换具备比短时傅里叶

变换更强的功能 .

早在 t|wy年 ,�¤¥²µ就提出了一个变换 ,称 �¤2

¥²µ变换 :

#Ρ , β{ γ} =
t

uΠΡΘ
]

− ]
γ( ξ) ¬̈³(− ¬uΠΜ) #
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¬̈³ −
( ξ − β)u

uΡu
§ξ , (v)

其中 Ρ和 β 为变换的参数 . �¤¥²µ变换就是高斯窗

短时傅里叶变换 .窗的中心为 ξ � β ,窗的宽度 ∃ Ξ

� u Ρ ,窗函数的傅里叶变换也是高斯函数 ,频率窗

宽度 ∃ Ω �
t

u ΠΡ
,因此有 ∃ Ξ∃ Ω �

t

Π
.

在图 u中 ,横坐标表示空间坐标 ,纵坐标表示频

率坐标 ,该图将空域和频域同时表达出来 ,称空间 p

频率坐标系 ,空 p 频窗则表示为图中的一个矩形 .

�¤¥²µ变换空 p频窗的高度和宽度都是恒定的 .

图 u  �¤¥²µ变换空间 p频率窗[ t]

�¤¥²µ变换具有如下特点 :它给出一个中心位

于 β !宽度为 u Ρ的空间窗 ,从而实现空域处理的局

部化 ;与之相应 ,它又给出一个中心位于 Μ!宽度为

t/ ( u ΠΡ)的频率窗 ,从而实现频域处理的局部化 .

用 �¤¥²µ变换来处理信号时 ,处理过程限制在空 p

频窗内进行 ,窗的面积为 t/ Π.但 �¤¥²µ变换频率窗

中心频率不会随空间窗宽度( u Ρ)的变化而变化 .

为了克服 �¤¥²µ变换中窗口尺寸不能变动的缺

点 ,我们可以对它略加改造成为 �²µ̄̈ ·小波变换 .

引入参数 α !β ,把变换改写为

Ωα, β{ γ} =
t

uΠαΡΘ
]

− ]
γ( ξ) ¬̈³ − ιuΠ

Μ
α
ξ #

¬̈³ −
t

uΡu
ξ − β
α

u

§ξ . (w)

将上式与(v)式相比较 ,发现 �²µ̄̈ ·小波变换与 �¤2

¥²µ变换的实质性差别在于 ,小波变换的中心频率为

Μ/ α ,随参数 α的增大而减小 .容易算出小波变换的

空间窗宽度为 u Ρα ,频率窗宽度为 t/ ( u ΠΡα) .当中

心频率增高时(α减小) ,空间窗宽度变小而频率窗

宽度增大 ,可以处理更多的高频信息 ;当中心频率降

低时(α增大) ,频率窗变小而空间窗加宽 ,可以容纳

足够多个空间周期 ,以保证处理精度 .小波变换的空

间 p频率窗见图 v .

图 w和图 x分别给出不同中心频率下 �¤¥²µ变

换和 �²µ̄̈ ·小波变换的基元函数的波形 .在 �¤¥²µ

图 v  小波变换空间 p频率窗

图 w  �¤¥²µ变换基元函数[ v]

(由上至下 ,中心频率分别为 t ,u ,v)

图 x  � ²µ̄̈ ·小波变换基元函数[ v]

(由上至下 , α分别为 t ,s1x ,s1vv)
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变换中 ,窗的宽度是常数 ,当中心频率增高时 ,一定

宽度的空间窗内包含的空间周期增加 ,所以变换的

精度是随频率而变化的 ;而在 �²µ̄̈ ·小波变换中 ,

在处理低频信号时空间窗自动加宽 ,在空间窗范围

内包含的信号空间周期相同 ,这就保证了小波变换

以同样的精度去处理不同中心频率的信号 ,这正是

小波变换与短时傅里叶变换的根本区别 .有关短时

傅里叶变换的进一步研究 ,请参阅 ≠∏和 �∏的论

文[ w] .

v  小波变换的定义 !性质和实现小波变换的

光学系统

  母函数 η( ξ)的基本小波函数 ηα, β( ξ)定义为

ηα, β( ξ) =
t

α
η(

ξ − β
α

) , (x)

式中 β称为小波变换的位移因子 , α� s称为伸缩因

子 .由图 x可以看出 ,当 α增大时 ,小波的宽度加大

(膨胀) ,而当 α减小时 ,小波的宽度变小(收缩) .上

式表明小波函数是母函数经平移和缩放的结果 .

信号函数 γ( ξ)的小波变换定义为缩放后的母

函数与信号函数的相关 ,即

Ωα, β{ γ( ξ)} =
t

α
η(

β
α
) Ä γ(β)

=
t

αΘ
]

− ]
η 3 (

ξ − β
α

) γ( ξ)§ξ ,(y)

其中 Ä 表示相关运算 ,母函数的中心位移 β是相关

函数的变量 .由于相关运算比较容易用光学相关器

进行 ,因此小波变换可以用我们已熟悉的光学相关

系统来实现 ,又称光学小波变换 .由 °¤µ¶̈√¤̄ 定理 ,

立即得到

Ωα, β{ γ( ξ)} � α Θ ]
p ] Η 3 ( αΜ) Γ(Μ) ¬̈³(¬uΠΜβ)

§Μ,

(z)

其中 Η(Μ) , Γ(Μ)分别为 η( ξ) , γ ( ξ)的傅里叶变

换 .上式正是匹配滤波的频域表达式 ,匹配滤波可以

用标准的 wφ系统实现 ,在 γ( ξ)的傅里叶变换平面

上 ,用小波函数的谱 Η 3 (αΜ)对 γ( ξ)的谱 Γ(Μ)进

行滤波 ,就可以实现小波变换 .图 y表示一个二维光

学小波变换系统 :

将二维信号函数 Ω( ξ , ψ)经过空间光调制器

≥�� t 输入系统 ,则在透镜 �t 的谱面上将出现它的

谱 7 ( υ , Μ) .在谱面上放置第二个空间光调制器

≥�� u ,将匹配滤波函数 Η 3 ( αξ , υ , αψ , Μ) 通过

≥�� u 对 7 ( υ ,Μ)进行滤波 ,再经过第二个透镜 �u ,

在输出平面上得到它的傅里叶逆变换 .由(z)式可知

Η 3 7 的傅里叶逆变换 ,即信号 Ω( ξ , ψ)的小波变

换 Ωα
ξ
, α

ψ
, β

ξ
, β

ψ
{ Ω( ξ , ψ)} .

我们注意到 ,位移因子(βξ , βψ)是与输出平面的

坐标对应的变量 ,但伸缩因子( αξ , αψ)却是给定的 ,

亦即我们只能对给定的伸缩因子(αξ , αψ)实现小波

变换 ,不同的( αξ , αψ)的变换只能通过依次输入不

同的匹配滤波函数 Η 3 ( αξ , υ , αψ ,Μ)来实现 ,速度

很慢 ,发挥不了光学系统并行处理的优越性 .

图 y  用 w φ系统实现光学小波变换

为了改善图 y 所示光学小波变换系统的性能 ,

可以用重铬酸明胶(⁄≤�)或光折变晶体代替谱面上

的空间光调制器 ≥�� u o⁄≤ � 或光折变晶体构成体

全息存储器件 .将缩放后的分立的母函数 ημ ν �

η( ξ/ αμ , ψ/ αν)经 ≥�� t 输入系统 ,则在谱面上产

生了它的傅里叶变换 Ημ ν � αμ αν Η( αμ υ , ανΜ) .以

它为物光 ,并用倾斜的平行参考光照射体全息器件 ,

就会形成全息图 ,存储在器件中 .将信号 Ω( ξ , ψ)经

≥�� t 输入系统 ,在谱面上它的傅里叶变换 7 ( υ ,Μ)

经全息图滤波 ,在输出平面 ≤≤⁄上就会发现离轴的

相关输出 :

η
βξ − Αμ

αμ
,
βψ − Βν
αμ

Ä Ω(βξ − Αμ , βψ − Βν) ,

其中 Αμ 和 Βν 为参考光的方向余弦 ,它恰恰就是信

号的小波变换 Ω{ Ω} ,变换的参量为( αμ , αν , βξ p

αμ , βψ p Βν)
[ z] ,这正是光学信息处理离轴匹配滤波

的典型方案 .用不同方向的参考光和不同下标的母

函数形成多个全息图 ,预先存储在器件中 ,输出平面

上就会出现多个互相分离的小波变换输出 ,这一手

续称为角度编码 .目前全息器件的存储密度已相当

高 ,在晶体中可以存储多个小波变换匹配滤波器 .该

器件原则上也可以用衍射光学元件实现 .

一维的小波变换也可以用 wφ 系统实现[ u] ,常

规的 �¤¤µ变换还可用投影 p 掩模方案或偏振编码

方案实现[ z] .

并非任何函数都可以作为小波变换的函数

η( ξ) , η( ξ)必须在¿ξ¿ψ ] 时衰减到零 .实际使用
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的小波变换母函数 η( ξ) ,当¿ξ¿ψ ] 时迅速衰减 ,

使它的不显著为零的分量只存在于一个很小的区间

内 ,这正是/ 小波0名称的来由 .实际上 ,也只有迅速

衰减的小波才使变换(u)式具备局部化的特征 .

设空间窗的中心为 ξ¦,宽度为 ∃Ξ ,在空域中的

处理就局限于以 β n αξ¦为中心 ,宽度为 uα∃Ξ空间

窗内进行 ;在频域中 ,设 Η(Μ)的中心频率为 Μ¦,频

率窗的宽度为 ∃Ω ,在频域中的处理局限于以 Μ¦/ α

为中心 !宽度为 u ∃Ω/ α的频率窗内进行 .

这一处理过程有两个特点 :

(t) 空间窗宽度 α∃Ξ和频率窗宽度 ∃Ω/ α均

随 α的变化而变化 ,窗的面积 ∃Ξ∃Ω 与 α无关 .

(u) 中心频率 Μ¦/ α与带宽(即频率窗宽)之比

Θ =
Μ¦/ α
∃Ω/ α

=
Μ¦
∃Ω

与中心频率大小无关 ,仅取决于 Η(Μ) . Θ是测量精

确的特征量 ,上式表明小波变换的测量精度与频率

无关 .当中心频率 Μ¦/ α增大时(α减小) ,频率窗自

动变宽 ,使小波变换作为一个检测过程 ,在不同频率

下具有相同的精度 ;反之 ,当中心频率减小时( α增

大) ,空间窗自动加宽 ,以容纳同样数目的信号空间

周期 .有人把小波变换的这种性能比喻为 / 自动变

焦0(½²²°¬±ª) ,参见图 x .伸缩因子 α常称为小波变

换的频率变量 ,位移因子 β则称为坐标变量 .

进一步讲 ,我们可以根据不同的用途 ,选择不同

形式的小波作为变换的基函数 ,形成具备不同特征

的小波变换 .因此 ,小波变换与傅里叶变换在形式上

和实质上都有了很大的差别 .

小波变换是近年来发展很快的新兴学科 ,应用

非常广泛 ,特别是在信号和图像处理领域中不断获

得成功 ,包括信号的分解 !重构 !滤波 !特征识别 !边

缘检测 !语音信息处理 !地震勘探信息处理 !无损探

测信息处理等 ;在数学领域中也有重要的应用[ y] .

下面我们介绍小波变换在边缘探测和光学图像识别

中的应用 .

w  小波变换与边缘探测

图形的重要特征之一是它的轮廓 .为了识别某

一特定的图形 ,往往只须认定它的轮廓 ,而并不一定

要研究它的内部细节 .轮廓是图形的边缘 ,一旦图形

的边缘被清晰地勾画出来 ,这一图形就容易识别了 .

在光学图像和光学信号处理中 ,边缘探测还有许多

其他应用 .

相对于图形整体而言 ,边缘显然是局部 ,因此我

们期望小波变换在边缘探测中有特殊的功效 .

下面我们来研究用哈尔 p 高斯(�¤¤µp �¤∏¶2

¶¬¤±)小波变换来实现边缘探测的例子 ,宋菲君等应

用这一变换成功地进行了大规模集成电路管脚三维

空间位置的精确测量[ x] .

图 z  边缘函数和哈尔 p 高斯型小波

(虚线为空间窗)

图 z(¤) ) (¦)给出宽度不同的边缘 ,其中边缘

(¦)的函数图形上叠加了两种正弦噪声和随机噪声 .

边缘是两个区域的交界 ,数学上 ,边缘函数表现为函

数的奇点或突变 ,但从物理上看 ,边缘是两个区域的

过渡带 ,在图中用渐变的曲线表示 ,同时画上了哈

尔 p高斯型小波 ,并适当选取小波的伸缩因子 α ,使

小波的空间窗宽度(图中用虚线表示)与边缘相匹

配 .
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图 {  用哈尔 p 高斯小波变换实现边缘

图 |  频域行为

(虚线为小波频谱 ,带方框线为频率窗)

  图 {给出与图 z(¦)对应的小波变换 ,尽管边缘

叠加了很大的噪声 ,小波变换仍然正确地指示了边

缘的位置 ,变换函数的信噪比很高 ,说明小波变换有

很强的抗干扰性 .

研究一下小波变换在频域中的行为是很有意思

的 .图 z中各边缘函数的空间频谱[由图 |(¤l ) (¦)

表达]均由一个很强的零频和甚低频主峰 !一系列振

荡的旁瓣和延伸的本底形成 .构成边缘行为的空频

成分显然是旁瓣 ,而小波变换的空间频谱的高斯型

主要部分所对应的频率窗恰恰覆盖了边缘频谱的旁

瓣 ,对主峰的贡献很小 .这样一来 ,在频域中小波变

换侧重于处理由旁瓣所荷载的边缘信息 ,在空域中

则正确指示了边缘的位置 .当边缘的宽度变小时 ,它

的频带向高端移动并加宽 ,高频分量更丰富 .而小波

变换的频率窗自动展宽 ,仍然包含了主要的旁瓣 ,充

分表现了小波变换在局部处理方面的优越性 .

值得一提的是 ,两种干扰信号的主频 Μt , Μu 位

于频率窗外 ,对变换没有贡献 ;而随机本底噪声的谱

是宽带的 ,对结果的影响也不大 .说到底 ,在空域中

干扰信号和随机本底都是/ 全局0信号 ,小波变换的

局部处理手续恰恰抑制了它们的作用 ,而突出了图

形的局部变化 ) ) ) 边界的贡献 .

x  光学小波变换匹配滤波器在图像识别中

的应用

  所谓图像识别或特征识别 ,指的是从大量信息

或背景中检测某一特定的图形或指定的特征信息 ,

并排斥其他图形信息 .在一般情况下 ,我们只知道需

要检测的图形的特征 .对于其他图形的特征 ,我们事

先可能并不知道 ,或知之甚少 ,但检测系统必须排斥

这些图形 .图像识别系统的这种性能称为/ 排它性0 .

光学小波变换识别系统在这方面的性能比常规的相

关识别系统更强 ,因此有可能利用这一效应设计成

有应用价值的小波变换图像识别系统 .

�¬等[ u]给出一个用常规的匹配滤波器及小波

变换匹配滤波器进行图形识别的结果(见图 ts) .图

ts(¤)是输入图像 ,其中右上角的字 ∞是待识别的

目标 ;图 ts(¥)为常规的匹配滤波系统的相关输出 ,

我们看到除了指示目标的相关峰以外 ,其他次峰也

相当强 ,容易造成错判 ;图 ts(¦)和(§)为小波变换

的相关输出 ,信噪比远高于常规的图形识别 .
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图 ts  常规匹配滤波与小波变换匹配滤波图形识别[ u]

(¤)输入图像 ,右上角的字 ∞是待识别的目标 ;(¥)常规的匹配滤

波系统的相关输出 ;(¦l ok§l小波变换匹配滤波系统的相关输出
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