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物理教育

量子力学可视化的计算机辅助表述#

———电子云、壳层结构以及共价键的三维重构

卢志恒 费义艳 李雪春
（北京师范大学物理系 北京 !""#$%）

摘 要 文章简要说明如何应用计算机三维重构技术，以 &’()’* 为开发工具研制成一个量子力学可视化的教学

软件包中的一个重要组成部分———氢原子和多电子系统电子云、壳层结构和分子共价键的三维重构 +软件中所有形

象表述都以量子力学的严格理论计算为基础，并且注意到量子力学不同寻常的基本概念的贯彻 +它们涉及到了单电

子和多电子系统波函数的计算及其近似处理、密度矩阵的概念、斯莱特（,-./01）行列式等比较深入的数学物理问题 +
关键词 量子力学可视化，三维重构
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# 教育部《量子力学》名牌课程项目

P""" Q "$ Q "R 收到初稿，P""" Q "# Q P! 修回

! 引言

早在 P" 世纪 S" 年代，前苏联出版的一本经典

的《原子物理学》教科书中就曾经采用了一幅用机械

装置模拟的氢原子核外电子云的照片［!］+ 它可能是

量子力学形象化、可视化的初创 +然而量子力学毕竟

是以抽象思维为基础的 +它所服从的互补原理和不

确定关系又使得量子力学的通俗表述遇到了极大困

难，因此很少有人敢于进一步问津量子力学的形象

化问题 +
随着 计 算 机 的 普 及 和 发 展，两 位 德 国 人 ,+

*1.8E/ 和 7+T+T.4B08 于 U" 年代初，在 V@ 机的 TW,

操作系统下编制完成了量子力学辅助教学软件，名

为 <X（ 58/01.H/5J0 K?.8/?B B0H4.85HG）+ 在这个软件的

基础 上 出 版 了 一 本 书，名 为《(40 V5H/?10 *AAY AM
X?.8/?B &0H4.85HG》（中文译为《图解量子力学》）［P］+
他们采用了大量的二维网格图形和动画技术，试图

形象地表述量子力学的基本内容 + , + *1.8E/ 和 7+ T+
T.4B08 出版物的广泛传播，推动着我们进一步工作

的展开 +
注意到最近几年 V@ 机运算速度的迅速提高和

存储器容量的大幅度扩充 + 在 V@ 机上采用三维重
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构技术已有可能，同时将专业的计算物理学的基础

方法之一的蒙特卡罗随机模拟和计算机的动画技术

相结合也成为可能，我们开始尝试将这两项基本技

术应用到量子力学教学的辅助表述上 !很明显，这两

项技术比起二维网格的图形技术，在计算机技术水

平上已经提高了一个层次，在形象表述上也更加逼

真 !
本文着重说明氢原子和多电子系统电子云、壳

层结构和分子共价键的三维重构 !

" 计算与可视化工具 #$%&$’ 简介

#$%&$’（()*+,- .)/0+)*0+1）软件是由美国 #)*23
40+56 公司开发的适合多学科、多种工作平台的功能

强劲的数学软件 !它由两大部分组成：核心部分和工

具箱 !其主要特点如下［7］：

（8）有很强的数值矩阵计算能力，缩短了程序的

长度，提高了程序的执行效率；

（"）丰富的库函数避开了繁杂的子程序编程，提

供了简洁的编程环境；

（7）数据可视化功能强大，提供曲线、曲面、图

像、三维重构及动画制作等多种数据表述手段；

（9）较强的图形界面编辑能力，容易生成高质量

的图形界面；

（:）具有功能强劲的各类工具箱，适合于各个领

域及学科；

（;）可与外部的 < 语言和 =>?%?>@ 语言程序

链接，并可在各种系统上运行 !
总之，#$%&$’ 是具有强大的数值计算能力和功

能齐备的可视化能力的数学软件 !我们的量子力学可

视化教软件开发工作正是在它的基础上完成的 !

7 原子电子波函数的数据生成及可视化

!"# 数据的生成

根据薛定谔方程，氢原子径向波函数!（ !）满足

!
（"）

（!）A ""
#

" A #"( )! B $（ $ A 8）
![ ]" !（!）C D，（8）

从而，可以解出归一化的径向波函数

%&$（ !）C ’&$#
B$"$

$(（B & A $ A 8，" $ A "，$），

（"）

其中

$ C " !
&)，’&$ C "

)
7
" &"（" $ A 8）！

（& A 8）！
（& B $ B 8! ）！

，

（7）

而合流超几何函数

(（%，&，$）C 8 A %&$ A%（% A 8）

&（& A 8）
$

"

"！

A%（% A 8）（% A "）$
7

&（& A 8）（& A "）7！A ⋯，（9）

在 & 从 8 到 9 的情形下是有限级数的和 !用以

下程序段实现合流超几何函数的计算：

EFGH*,0G *+ C E)+I（)，!，,）
*+ C 8；

)- C 8；

!- C 8；

-- C 8；

E0+ - C D：B ) B 8
)- C )-"（) A -）；

!- C !-"（ ! A -）；

-- C --"（8 A -）；

*+ C *+ A )-"［ , !#（- A 8））! J（ !-" --］；

KGL
考虑了角分布，就可进一步得到三维空间上的

电子概率密度分布，

.&$/（ !，’，(）C !" %"
&$（ !） 0$/

"， （:）

式中球谐函数形式如下：

0$/（’，(）C（B 8）/ （" $ A 8）（ $ B /）！
9"（ $ A /! ）！

·

1/
$（H06’）# ,/)， （;）

’ C )+H*M 2" A 3! "( ),
! （N）

由 #$%&$’ 提供的命令可以计算出连带勒让德

（&KMKGL+K）函数和球谐函数，最后根据（:）式计算出

空间上任意一点的电子概率密度 !
为了便于显示，我们需要将（:）式的空间极坐标

下电子概率密度分布转换空间直角坐标，并且进一

步在全空间 2，3 和 , 三个方向都取 :8 个点，计算出

:8 O :8 O :8 个点的 .&$/ 之值组成密度数组 LKG（:8，

:8，:8）!
对于每一组量子数［&，$，/］我们都进行了上述

计算，求得相应的密度数组 LKG（:8，:8，:8）! 下面分

别说明基于这个三维数组可以实现氢原子的各种视

图 !
!"$ 氢原子电子云的表观视图

如果我们将得到的密度数组 LKG（:8，:8，:8）沿某

一个方向（比如 2）相加，可以得到一个二维数组，经

图像上的归一化处理，就可以显示出电子云的表观视

图 !图 8 就是氢原子量子数为［9，"，D］的激发态的电

·"9"· 物理



图 ! 氢原子量子数为［"，#，$］的激发态电子云的表观视图

子云视图 %图中亮度最大之处表示电子概率值最高 %
在界面上，可以对氢原子的量子数［!，"，#］进行

选择 %对于每一组量子数可以显示出相应的电子云 %
!"! 氢原子电子云断层切片图

电子云的表观视图可以给出整体分布状态，但

是内部细节被掩盖了 %如果我们在 &’(（)!，)!，)!）中

取出某个平面（如 $ 轴的中心平面），作成一个 )! *
)! 的二维数组，经归一化后显示出来的就是垂直于

$ 轴的中心平面的断层切片图，如图 # 所示 %在界面

上可以选择不同的断层方向和位置，随之显示出所

需要的断层上电子概率密度分布 %

图 # 氢原子［"，#，$］激发态的断层切片图

!"# 电子的壳层结构

如果我们设定一个密度值作为阈值，凡是密度

数组 &’(（)!，)!，)!）中任何一个元素，只要是数值小

于阈值的就取为零，其余的元素保持不变 %作这样的

处理后，我们得到一个新的密度数组 &’(!（)!，)!，

)!）%由图 ! 可以看出，电子云外部，即远离原子核的

部分，概率密度小，在上述处理中，它们都被设置为

零 %根据这样一个数组可以显示出轮廓分明的外壳

结构 %图 + 是氢原子量子数为［"，#，$］的外壳结构 %
为了看清内部结构，界面设置有剖面（,-.// /’,01.(）

功能按钮 %按下这个按钮就可以得到通过中心的剖

面视图 %为了更加醒目，我们对强度进行色彩编码 %
从红到黄表示密度从低到高的变化方向 % 图 " 是量

子数为［"，#，$］的剖面图 %

图 + 氢原子［"，#，$］的等值面

图 " 氢原子［"，#，$］的剖面图

在软件界面中还设置有叠加（2&&）按钮，可以得

到不同量子数的两种（或多种）状态电子的概率密度

的叠加 %图 ) 表示［"，#，$］和［"，#，!］两个电子的叠

加状态 %右侧小窗口画出了被叠加上去的［"，#，!］电

子概率分布外壳的形状 %图 3 表示它的剖面图 %图 4
表示 ! 5 "，" 5 # 的所有 ) 个 6 电子［"，#，$］7［"，#，

!］7［"，#，8 !］7［"，#，#］7［"，#，8 #］叠加以后的

概率密度分布 %图 9 是它的剖面图 %所有的 6 电子加

在一起，是一种在 6 电子的子壳层意义下的满壳层 %
它的概率密度分布应该是完全球对称的 % 这一点无

论从球壳的外观（如图 4），还是从内部圆对称的层
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图 ! 氢原子［"，#，$］%［"，#，&］的等值面图

图 ’ 氢原子［"，#，$］%［"，#，&］的剖面图

图 ( 氢原子 ! ) "，" ) # 的满壳层

次结构（如图 *）来看都清晰可见 +
不仅 , 电子有这种结构，- 电子，. 电子都有类

似的壳层结构 + 事实上，对于每一个主量子数 !，也

同样可以观察到各种层次的壳层结构 +
这里我们研究了氢原子系统中不同状态的电子

概率密度叠加所形成的壳层结构 +

图 * 氢原子 ! ) "，" ) # 满壳层剖面图

" 多电子系统的三维重构

现在我们进一步研究多电子原子的电子云的三

维重构和分子共价键的形成和三维重构 + 真正的多

电子系统，不仅要考虑采用统一的多电子波函数进

行描述，还要考虑电子是费米子，要服从泡利不相容

原理 +对于费米子，需用反对称的波函数进行描写：

!/（!&，!#，⋯，!#）

) #/!
$
（0 &）$%"&（!&）"#（!#）⋯"#（!#），（*）

式中（ 0 &）$ 当 % 为偶置换时取正号，% 为奇置换时

取负号，#/ ) &
#" ！

+（*）式右边也可以写成行列式

的形式：

!/（!&，!#，⋯，!#）

) &
#" ！

"&（!&） "&（!#） ⋯ "&（!#）

"#（!&） "#（!#） ⋯ "#（!#）

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

"#（!&） "#（!#） ⋯ "#（!#）

，（1）

这就是有名的斯莱特（234567）行列式波函数，是研究

多电子系统的出发点 +
!"# 多电子原子

对于多电子原子，注意到单粒子态｛"（!& ）｝正

交归一的性质，总的电子概率密度分布#（ ’）可以近

似地简化为单个电子的概率密度分布之和，即

#（ ’）) !
&
"&（ ’& ） #， （&$）

我们应用哈特里 0 福克（8475766 0 9:;<）近似，研究

了从 86 到 =6 的 &$ 个原子的电子云和壳层结构的

三维重构［"］+由于篇幅所限，有关视图从略 +
!"$ 氢分子
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氢分子是由两个最简单的中性原子构成 !通过

它可以讨论分子共价键的基本性质 ! 氢分子含有两

个原子核和两个电子 ! 考虑到另一个原子核以及另

一个电子的影响，氢分子的两个单电子波函数不正

交，（"#）式不能应用 !但由于问题本身不复杂，采用

变分法就可以得到氢分子的基态波函数，并得到氢

分子基态时两原子核间距为 ! $ "%&’()! * !，!!
"%#++［’］!从而可以求得氢分子电子云的三维重构，

如图 , 所示 !

图 , 氢分子的电子云图象

图 "# 两个自旋对称空间反对称的波函数构成的电子云图象

氢分子中含有两个电子 !考虑到是费米子，两个

电子的整体波函数必须是反对称的 ! 当自旋部分是

反对称时，空间部分必须是对称的 ! 反之亦然 ! 图 ,
中，两个电子的波函数的自旋部分是反对称时，空间

部分是对称的 !可以看出，两个原子核之间的空间区

域中“电子云”有较大的密度分布 ! 而在此区域中的

电子分布形成了对两个原子核的较强的吸引力，从

而把两个原来中性的原子结合在一起 !这样，为两个

氢原子共有的、自旋取向反平行的配对电子结构，形

成了共价键 !就这样，由两个中性原子形成一个稳定

的束缚态，构成氢分子 !

如果两个原子中的电子的自旋平行，空间波函

数是反对称的，如图 "# 所表明的，两个原子核之间

的“电子云”的密度近于零，两个原子核之间不能形

成束缚态，所以不能构成氢分子 !
这样，我们形象地表述了量子力学的理论预言［+］!

!"# 氨分子

氨分子作为一个分子体系，（"#）式所表示的单

粒子近似同样不能应用 !为了解决计算上的困难，将

分子的电子概率分布按某一个选定的完全基函数集

合（简称基组）展开，适当选取基组，可以用有限项展

开式按一定精度进行逼近 ! 氨分子的数据是根据

-!./0120134等发表的原子数据中获得的［5］!
通过三维重构技术，获得了共价键结构的三维

外形图 !如图 ""，6 原子的三个 7 电子分别与一个 8
原子的基态电子进行交换形成三个哑铃状的共价

键 !6 原子的四个 9 电子则由于我们应用了哈特里

: 福克（8);3;00 : <=>?）近似，失去了原有的构形，在

6 原子表面原有位置形成某种堆积 ! 我们的界面可

以实现氨分子的转动，如图 "@ 所示，表现得更清楚 !

图 "" 氨分子的共价键结构

图 "@ 氨分子的转动
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! 总结

本文首先应用三维重构技术实现了氢原子基态

和各个激发态电子云的外观图 "应用断层切片技术

可以表现内部的细节 "等密度面的立体显示和剖面

图可以呈现电子壳层、子壳层的结构及形成 "
本文还研究多电子原子的核外电子云的三维体

视图 "对于从 #$ 到 %$ 的 &’ 个原子，通过等密度面

的外形体视图，可以观察到各种原子的外形、原子半

径以及化学反应的活性与电子云结构的关系等 "
最后还研究了氢分子和氨分子的共价键的形成

和表现 "
上述结果是目前广为传播的《图解量子力学》所

没有实现的 "
致谢 史天一教授和斐寿镛教授从本项目的立题开

始直到最后完成在物理概念的把握上进行了多次的

指导和帮助 "喀兴林教授在百忙之中抽时间对本项

工作作了重要的指导和帮助 "在多电子系统和分子

共价键的计算与表述方面得到了北京大学黎乐民院

士和我校陈光巨副教授的指导和帮助 "此外，还得到

()*+,-./0 公 司 的 销 售 代 理 1-.23 456.$00 7-869*$.
:;0*$8 <*3"公司的帮助 " 借此机会一并表示衷心的

感谢 "
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