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摘 要 介绍了一个沿着一条确定的轨迹积分求解 !维基态量子波函数的新方法 "通过对哈密顿量的位势引入标
度因子 "$，将波函数和能量按 #2 "展开，并应用求解经典的 3456789: ; <4=9>6方程的方法，找到一条确定的轨迹，使薛
定谔方程从二阶偏微分方程化为一系列沿这条轨迹的一阶常微分方程 "基态波函数可以表示为沿这条确定轨迹的一
系列积分，而能量则可以用位势极小值处的一系列微分表示 "在此基础上，导得一个全新的微扰展开系列和相应的 !
维量子波函数的格林函数 "作为例子，将此方法应用于库仑吸引位和斯塔克（?84@A）效应 "
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! $))) ; )# ; ##收到

#） 报告人

自 #1))年普朗克提出量子假设以后，#1$[年量
子力学确立，奠定了 $) 世纪物理学发展的基础 " $)
世纪 探 索 物 质 结 构 的 基 本 方 法 是“简 化”

（@DEQ=869:6O5），不断寻找“更小的”构成物质的基本
单元 "人们发现了 #$种最基本的粒子：\种夸克和 \
种轻子 "然而，物理学至今仍然存在一些未解之谜 "
比如，实验上从未观测到独立存在的夸克和在夸克

间传递相互作用的胶子；尽管相互作用理论都是基

于某种对称性建立的，这些对称性在实验上却都不

严格守恒 "这些现象都与真空可能存在的复杂结构
密切相关 "

$#世纪，人们将运用“统一”（L976O5）的方法建
立微观体系（基本粒子）与宏观世界（物理真空）间的

联系，试图揭开这些物理学中的未解之谜 "希望本工
作所发展的求解 ! 维基态量子波函数的新方法会
有助于建立研究真空性质的一种可能的理论工具 "
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本工作发展了一种新的方法，用沿着一条确定

轨迹的积分求解 ! 维薛定谔方程的基态量子波函
数 !首先对哈密顿量的位势引入标度因子 ""，使

#（$）# "" %（ $）!将波函数表示为! # $% $&，对因子

"& 及能量 ’ 按 &’" 展开，使方程从二阶偏微分方程
化为一系列的一阶偏微分方程 !然后，用求解经典的
()*+,-./01)2.3+方程的方法找到一条确定的轨迹，将
得到的一阶偏微分方程系列化为一系列沿这条轨迹

的一阶常微分方程 !基态波函数可以表示为沿这条
确定轨迹的一系列积分，而能量则可以用位势极小

值处的一系列微分表示 !基于这一方法，还导得了一
个全新的微扰展开系列及相应的格林函数，此方法

已应用于双阱位，4.5,.*3位等具体例子 !
本文第二节介绍这一新方法；第三节引入新的

微扰系列和相应的格林函数 !第四节举例说明此方
法对库仑位的应用 !

& 求解 !维基态量子波函数的新方法

这一新的方法沿一条确定的轨迹求解 ! 维薛
定谔方程的基态量子波函数 !令!（ $）为薛定谔方
程的基态，即

(!（$）# ’!（$）! （&6&）
式中 $ #（$&，$"，⋯，$!）为粒子的 ! 维坐标，

( # % &
"

!

"7 #（$） （&6"）

是单位质量粒子的哈密顿量，

!

"# !
!

) # &

""

"$"
)

（&68）

是 ! 维拉普拉斯算子 !设 #（$）有下限，可取
#（$）# 9 ! （&6:）

下面介绍这一方法的如下 8个基本步骤：
（&）引入标度因子 ""，使

#（$）# "" %（$）! （&6;）
将波函数表示为

!（$）# $% "&（ $）， （&6<）
并对 "&（$）和能量 ’ 引入展开

"&（$）# "&9（$）7 &&（$）7 " %& &"（$）

7 " %" &8（$）7 ⋯， （&6=）

’ # "’9 7 ’& 7 " %& ’" 7 " %" ’8 7 ⋯ !（&6>）
将（&6<）—（&6>）式代入薛定谔方程（&6&）式，令 " % *

的系数相等，得到如下方程系列：

（

!

&9）
" # "%，

!

&9·

!

&& #（&’"）

!

"&9 % ’9，

!

&9·

!

&" #（&’"）［

!

"&& %（

!

&&）
"］% ’&，!

&9·

!

&8 #（&’"）［

!

"&" % "（

!

&&）·（

!

&"）］% ’"，

⋯

（&6?）
其中

!

是 ! 维梯度矢量，其分量为

!

) #"’"$)，) # &，
"，⋯，! !
（"）求解（&6?）式中的第一个方程，即 "" 的系数

决定的 &9 的方程

（

!

&9）
" # "% !

它等价于以 % % 为位势，+ # 97 为能量的经典

()*+,-./01)2.3+方程：
&
"（

!

&9）
" % %（$）# 97 ! （&6&9）

它的解可表示为如下 ()*+,-./作用量的极小值：

&9（$，+）#$
,

9

&
"!

!

) # &
-$)（ .）[ " %

（% %（$（ . ]））） @ . 7 ,+，（&6&&）
其中 , #（"&9 ’"+）$ （&6&"）
是轨迹从 $ # 9到 $ 的时间间隔 !由此得到（&6?）式
中第 &式的解

&9（$）#$
,

9

&
"!

!

) # &
-$"

) %（% %（$[ ]）） @ .，

（&6&8）
其中的积分沿轨迹 $（ .）完成，它满足如下运动方程
和能量守恒条件：

/$（ .）# %（%

!

%）， （&6&:）
（&’"）-$（ .）" % %（$（ .））# 97 ! （&6&;）

（&6&8）—（&6&;）式决定了一条经典轨迹 &9 !
（8）为求解（&6?）式中的其他方程，在 &9（ $）为
常数的面上引入 ! % &个角度变量

" #（"&（$），""（$），⋯，"!%&（$）），（&6&<）
满足 !

"0·

!

&9 # 9， 0 # &，"，⋯，! % &!（&6&=）
每一组"确定一条经典轨迹 !引入坐标变换
（$&，$"，$8，⋯，$!）%（&，"&，""，⋯，"!%&）!

（&6&>）
将 &&（$）写为

&&（$）# &&（&9，"）， （&6&?）
则（&6?）式的第 "个方程为
（

!

&9）
"（"&& ’"&9）" #（&’"）

!

"&9 % ’9，

（&6"9）
因此，

&&（$）# &&（&9，"）#$
&9

9

@&9

（

!

&9）
"

&
"

!

"&9 % ’( )9 !

（&6"&）
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为保证 !!（"）在 " " #处解析，得到

## " ( )!
$ （

!

$!#）%& " " # ’ （!($$）

类似地，由（!()）式的其余方程得到

#! " ( )!
$ ［

!

$!! *（

!

!!）
$］%& " " #，（!($+）

!$（"）" !$（!#，!）"!
!#

#

,!#

（

!

!#）
$·

!
$［

!

$!! *（

!

!!）
$］* #{ }! ，（!($-）

#$ " ( )!
$ ［

!

$!$ * $（

!

!!）·（

!

!$）］%& " " #，

（!($.）

!+（"）" !+（!#，!）"!
!#

#

,!#

（

!

!#）
$

!
$［

!

$!${ *

$（

!

!!）·（

!

!$）］* # }$ ， （!($/）
⋯

以上表达式满足如下归一化条件：当 " " #时，
!（#）" #， "（#）" !’ （!($0）

下面将这个方法用于 $ 维各向同性谐振子这一最
简单的例子 ’ $ 维各向同性谐振子位为

%（"）"（&$ 1$）（"$
! 2 "$

$ 2 ⋯ 2 "$
$）’（!($3）

由（!()）式可直接得到如下结果：
&!#（"）"（& 1$）（"$

! 2 "$
$ 2 ⋯ 2 "$

$），

（!($)）
而由（!($$）式导得 ## " $ 1$， （!(+#）
其他各级方程的结果为 #! " #$ "⋯ " #，!! " !$ "
⋯ " #’这正是 $ 维各向同性谐振子的严格解：

"（"）" 456［*（& 1$）（"$
! 2 "$

$ 2 ⋯ 2 "$
$）］，

（!(+!）
# " &$ 1$ ’ （!(+$）

$ 新的微扰展开系列和格林函数

在前节的基础上，这一节介绍一种全新的微扰

展开系列，并引入相应的格林函数 ’设无微扰的哈密
顿量为

’ " * !
$

!

$2 %（"）， （$(!）

其位势为 %（"）"# ’包含微扰位#( 的哈密顿量为
! " ’ 2#(（"）， （$($）

并且其基态波函数$（"）" 4* &!（ "）满足

!$（"）"［’ 2#(（"）］$（"）
" #$（"）’ （$(+）

假定非微扰哈密顿量 ’ 的基态波函数"（ "）"

4* &!#（ "）为已知，它便确定了一条轨迹 !# ’用上节介
绍的新方法，沿这条确定的轨迹积分，可将含微扰的

基态波函数$（"）用 !1& 和#的双重微扰展开系列
表示 ’这条轨迹 !# 从非微扰基态波函数"（ "）的极
大点，即 !# 的极小点出发，到所求波函数的位置 "，
它垂直于 !# 为常数的面 ’
对于含微扰的位，引入标度因子 &$，使

%（"）" &$ )（"）’ （$(-）
与上一节类似，将 # 和 ! 按 !1& 展开，可得如

下系列方程：

（

!

!#）
$ " $)

!

!#·

!

!! "（!1$）

!

!# * ##

!

!#·

!

!$ "（!1$）［

!

$!! *（

!

!!）
$］* #! 2"(!

!#·

!

!+ "（!1$）［

!

$!$ * $（

!

!!）·（

!

!$）］* #$

⋯

（$(.）
这时，对应于第一个方程，非微扰基态波函数的轨迹

!# 已知，而微扰项#( 则进入 &# *级方程，即 !$ 的

方程 ’求解这一方程系列时，仍可以按前节的方法进
行坐标变换，即

（"!，"$，"+，⋯，"$）#（!，!!，!$，⋯，!$*!），

其中!* 满足!

!+·

!

!# " #， + " !，$，⋯，$ * !’
由此，得到一系列的沿轨迹 !# 的一阶常微分方程，

并用与前节类似的积分逐级求解 ’用这一新方法求
解基态微扰波函数时，所有步骤都用沿一条确定轨

迹的积分完成 ’无需求解非微扰激发态波函数，也不
必计算复杂的交叉矩阵元 ’
下面，引入与新的微扰展开系列相应的格林函

数 ’将非微扰基态波函数简单表示为 4* &!，并设非微

扰的方程和波函数为已知：

’4* &! "［* !
$

!

$2 &$ )］4* &! " #4* &! ’（$(/）

引入微扰项#( 后，波函数表示为

$（"）" 4* &!（ "）*%（ "）， （$(0）
满足方程：

（’ 2#(）4* &!（ "）*%（ "） "（# 2#!）4* &!（ "）*%（ "）’
（$(3）

由于

!

$4* &!*% "（

!

$4* &!）4*% 2 4* &!（

!

$4*%）2
$

!

4* &!

!

4*%， （$()）

!

4* &! " * &

!

!4* &!， （$(!#）
则微扰波函数 4*%满足方程：
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［!（

!

"）·

!

! "
#

!

#］$!!（ #） %"（! $ &!）$!!（ #）’

（#(""）
为求解微扰波函数 $!!，引入类似的坐标变换

（#"，##，#)，⋯，#%）!（"，#"，##，⋯，#%!"），

满足条件

!

#&·

!

"* % *， & % "，#，⋯，% ! "’
为了引入格林函数，首先定义一个矩阵 ’：

’ % ! !"$（

!

"）!#， （#("#）
其中的$函数为

（" +$ +""）%
" （*#"" , "）
* （*# " ,""）{ ’

’ 矩阵的矩阵元为
（" + ’ +""）% ! !"（" +$ +""）（

!

""）!# ’

由于$$（" !""）
$" %%（" !""），可得

$’ -$" % ! !"（

!

"）!# ’ （#(")）
利用

!

"·

!

#( % *，

!

"·

!

%（

!

"）#$-$"， （#(".）
由此可证明

!

!

"·

!

’ % "’ （#("/）

定义 ) % ! "
#

!

#，由于 !
!

"·
!

’ % "，则由（#(""）式

可得到

（!

!

"·

!

）（" & ’)）（$!! ! "）%（!"$ &!）$!! ’
（#("0）

可以证明，微扰波函数

$!! % " &（" & ’)）!" ’"（! $ &!）$!!

（#("1）
满足方程（#("0）式 ’将（#("1）式代入（#(1）式，定义
格林函数

* % $! !"（" & ’)）!" ’ $!"， （#("2）
则有

& % $! !" & *"（! $ &!）& ’ （#("3）
由于

（+ ! ,）$! !" % *， （#(#*）
（+ ! ,）& %"（! $ &!）&， （#(#"）

很容易导得

（+ ! ,）* %（! "
#

!

#& - ! ,）* % "’

（#(##）
由此证明，* 是非微扰+ 量的格林函数，（#("3）式即
为含微扰时的基态解用格林函数的表式 ’相应的微
扰能量表达式为

"! %&$! !""$&4%#

&$! !"&4%#
’ （#(#)）

（#("1）式，（#("3）式和（#(#)）式给出了从无微扰时
的基态波函数出发，如何通过定义一条轨迹和相应

的 ’ 矩阵引入格林函数 *，然后求出含微扰的基态
波函数和微扰能量的一般方法 ’

) 库仑吸引位和斯塔克（56789）效应

前节的讨论以原点附近类似谐振子行为的位势

为例 ’这一节，将这一新方法推广应用于在原点有奇
异行为的库仑位 ’
令 +: 为库仑位的哈密顿量：

+: % ! "
#

!

#! !# - .， （)("）

其中

!# % /0#， （)(#）
. 是径向坐标，/0 为核电荷，! 0 为电子电荷 ’引入
一个在原点无奇点的微扰"$，相应的哈密顿量为

+ % +: &"$， （)()）
令’: 和’为+: 与 + 的基态，即

+:’: % ,:’:， （)(.）

+’ % ,’’ （)(/）
下面，用沿径向轨迹的积分求解波函数’’非微

扰库仑问题的解为已知：

’: % $! !# .， ,: % ! !. -# ’ （)(0）
定义

’ % $! " ’ （)(1）
与（)(0）式相应，引入 " 和 , 的 ! 展开：

" % !# "* & "" & ! !# "# & ! !. ") & ⋯

& ! !（#1!#）"1 & ⋯， （)(2）

, % !. ,* & !# ," & ,# & ! !# ,) & ⋯

& ! !（#1!.）,1 & ⋯ ’ （)(3）
由于

!

#
’%［（

!

"）# !

!

#"］’，
由（)(/）式导得

! "
#（

!

"）# & "
#

!

#" ! !#

. &"$ % , ’（)("*）

将（)(2）式和（)(3）式代入（)("*）式，令方程两边 !.，

!#，!*，⋯，! ! #2，⋯的系数相等，则得如下方程系

列：

（

!

"*）
# % ! #,*， （)(""）

!

"*·

!

"" % "
#

!

#"* ! "
. ! ,"，（)("#）
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!

!!·

!

!" # $ %
"（

!

!%）
" & %

"

!

"!%

&!" $ #"， （’(%’）

!

!!·

!

!’ # $

!

!%·

!

!"

& %
"

!

"!" $ #’， （’(%)）

⋯

由于 " 在 $ # !处无奇点，可令
"（!）# !* （’(%+）

采用与前相同的归一化条件：

"（!）# %， !（!）# !， （’(%,）
由（’(%%）式可得

!!! -!$ # $ "#" !，

!! # $ "#" ! $ * （’(%.）
将上式代入 !% 的方程，得到

$ "#" !（!!% -!$）# $ "#" ! $( )% - $ $ #% *
（’(%/）

由于 !% 在 $ # !应有限，因此 $ "#" ! $ % # !，即

#! # $ %-"， !! # $， （’(%0）
这就是（’(,）式的结果 *由（’(%/）式可得到

!!% -!$ # $ #%，

!% # $ #% $ * （’("!）
为进一步确定 #%，需要解 !" 的方程 *这与微扰项的
具体形式有关 *下面以斯塔克效应为例 *引入沿 % 轴
的外电场，微扰位势为

!" #!$123 &， （’("%）
其中 & 为极角，

$" # ’" & (" & %"， % # $ 123 & * （’(""）
由于

!

"$ # "- $， （’("’）
!" 的方程为

!!" -!$ # $ #"
% -" $ #% - $ &!$ 123 & $ #" *

（’(")）
!" 在 $ # !有限的条件使 #% # !，因此 !% # !，

!" # %
"!$

" 123 & $ #" $， （’("+）

并且

!

"!" # "!123 & $（"- $）#" * （’(",）
由此可得 !’ 的方程

!!’

!$ #!123 & $（%- $）#" $ #’ * （’(".）

!’ 在 $ # !有限的条件使 #" # !，因此

!’ #!% $ #’ $， （’("/）

并且

!

" !’ # $ "#’ - $ * （’("0）
代入 !) 的方程

!!)

!$ # $ %
"（

!

!"）
" & %

"

!

"!’ $ #)，

由 !) 在 $ # !有限的条件，得

#’ # !，
因此

!’ #!% * （’(’!）
为保证 !+ 在 $ # !有限，得到

#) # !， （’(’%）
因此

!) # $ %
")!

" $’（% & ’123" &）* （’(’"）

类似地，可以得到

#+ # !，!+ # $ .
%,!

" $"（% & 123" &）， （’(’’）

#, # $ 0
)!

"，!, # %
%,!

’ $) 123&·（% & 123" &），

（’(’)）

#. # !，!. # %’
)/!

’ $’ 123&（’ & 123" &）， （’(’+）

#/ # !，!/ # +’
%,!

’ $" 123& $ %
%"/!

) $+·

（% & %!123" & & +123) &）， （’(’,）

#0 # !，!0 # +’
/!

’ $123& $ 00
+%"!

) $)·

（% & ,123" & & 123) &）， （’(’.）

#%! # !，!%! # $ .,%
’/)!

) $’（% & ’123" &）& )（!+），

（’(’/）

#%% # !，!%% # $ ’%’%
"+,!

) $"（% & 123" &）& )（!+），

（’(’0）

#%" # $ ’+++
,)!

)， （’()!）

⋯

综合以上结果，对于

* # $ +" - $ &!$123&，
波函数 4$ !和能量用!展开的表达式为

! # +" $ &!$+) 123& % & %
" +"( )$ $!

" $"

+/
.
%,（% & 123" &[ ）

& %
")+

" $（% & ’123" & ]） &!
’ $
+%, 123&·

+’
/ % & %

" +"( )$ & %’
)/（+" $）"（’ & 123" &）[ &

·/0"· 物理



!
!"（!# "）$（! % &’(# # ]） % $（!)） （$*)!）

% + , !
# !) , -

)
!#

!. , $///
")
!)

!#0 % $（!"）（$*)#）

用这个新方法，波函数和能量可以求解到!展开的
任意有限级 1

) 小结

如上所述，本工作发展了一个全新的求解 & 维
薛定谔方程基态量子波函数的方法 1这个方法将基
态波函数表示为" + 2, ’ 1首先在位势中引入 !# 因

子，将 ’ 和 % 按 !3! 展开 1使薛定谔方程由一个二
阶偏微分方程化为一阶偏微分方程系列 1然后将!3!
展开的第一级方程用相应的经典 456789’:;<5&’=7方
程求解，得到一条确定的经典轨迹 ’0 1再通过坐标
变换 (!（’0，#），将一阶偏微分方程系列化为一阶

常微分方程的系列 1该系列常微分方程的解都可表
示为沿确定的轨迹 ’0 的积分 1而基态能量则相应于
位能极小处的一系列微分 1
本工作还导得了一个全新的微扰展开系列，并

定义了基于这一新方法的相应的格林函数 1用这一
新的微扰系列及其格林函数求解基态微扰波函数

时，所有步骤都用沿一条确定轨迹的积分完成，无需

求解非微扰激发态波函数，也不必计算复杂的交叉

矩阵元 1
该方法已经应用于二维可分位、双阱位、带微扰

的谐振子位和库仑位等，所得结果与传统微扰论完

全相同 1今后，将进一步发展此方法，应用于场论问
题，特别希望能将此方法应用于求解 >?@问题 1
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·书评和书讯·

湖南科学技术出版社书讯

!-..年首版以来的 !0年岁月里，斯蒂芬·霍金的《时间简史》已成为科学著作的里程碑，在
世界范围内出版了近 !000万册 1现在他把近 !0年观测的新知识纳入新版，并增加了一章有关
虫洞和时间旅行的激动人心的话题 1《时间简史———从大爆炸到黑洞》（!0年增订版），斯蒂芬·
霍金著，吴忠超译 1大 $#开，#00!年 $月出版 1定价：!#*.0元 1
《爱因斯坦全集》中文版是根据美国普林斯顿大学出版社出版的 )*+ ,-..+/0+1 2#3+"4 -5 6.7

8+"0 %9:40+9: 德文版精装本翻译出版的 1全集不仅包括爱因斯坦的全部学术论文，还涉及有关和
平、宗教、犹太人问题等社会政治言论以及其他有关他个人的全部材料，是充分了解爱因斯坦

最全面、最权威的版本 1已经出版的第一卷［早年时期（!.R-—!-0#），赵中立主译］，披露了爱因
斯坦从诞生到在瑞士专利局就业为止的有关文献，包括他的听课笔记以及与家人朋友的通信，

特别有 /!封与第一位妻子的往来情书，还有大量珍贵照片 1它为爱因斯坦早年生活和智力发
展提供了一部文献记录 1我社将陆续推出全集的后续各卷 1本书是物理教学、科学史研究者的
重要参考文献 1《爱因斯坦全集》（第一卷），!"开，精装 /!"面，插面 !0页 1全书 R0克进口双胶
纸印刷，!---年 !0月出版 1原价：#00元，优惠价：!/0元 1
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