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有限晶体中的电子态!
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摘! 要! ! 传统的固体物理中的电子态的理论实质上是无限晶体中的电子态的理论’ 但是任何真实晶体的尺寸都

是有限的’ 文章简单介绍了作者最近提出的有限晶体中的电子态的理论的一些背景材料和主要的新结果’ 其中一

些结果和固体物理界的传统看法很不一样’
关键词! ! 有限晶体，电子态，表面态，周期性边条件’
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#! 固体中电子态的理论是现代固体物

理的重要基础

固体物理是现代物理科学中和实际应用关系最

密切、研究人员也最多的一个分支’ 自从 I$ 世纪 I$
年代量子力学产生以后不久，现代固体物理科学便

在此基础上迅速发展起来’ 它的进步和成就所衍生

出来的技术成果，已经进入了人们生活的各个方面’
许多已经成为人们日常生活中不可或缺的一部分，

像 半导体、电子元器件、磁性材料和器件，计算机

等’
固体中电子态的理论，是现代固体物理的重要

基础’ 现代固体物理中最重要的一条定理叫作布洛

赫定理，就是关于固体中电子态的性质的’ 它是建立

在晶体势场的平移不变性的假定上的，在此基础上

发展起来的能带理论是整个现代固体物理中的电子

态的理论的基础’ 按照布洛赫定理，晶体中的电子态

是一种被称为布洛赫波的特殊形式的波’ 能带理论

则认为，这些布洛赫波只能有一些一定范围的能量

值，这些能量范围被称为允许能带’ 不被允许的能量

范围被称为禁带’ 对于半导体来说，禁带以下的允许

能带被称为价带，禁带以上的允许能带被称为导带’
半导体的所有最重要的物理过程都发生在禁带附

近’
建立在布洛赫定理基础上的能带理论取得了巨

大的成功’ 许多不同固体材料的电学、光学、磁学和

热学等物理性质和其中的物理过程都能在此基础上

得到理解’ 对不同固体材料的物理性质和其中的物

理过程的充分认识，导致了并将不断继续导致许多

工业产品的出现，其中有些甚至是革命性的，改变了

我们周围的世界’ 如果说半导体、计算机等现代工业

的神经中枢是建立在此基础上的，是并不过分的’ 因

此能带理论被认为是现代物理科学在 I$ 世纪的最
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重大的成就之一& 也正因为如此，布洛赫被人称为现

代固体物理之父&

#! 传统的固体中的电子态的理论实质

上是无限晶体的电子态的理论

但是，传统的能带理论也有一些非常基本的困

难& 这是因为只有无限尺寸的晶体才可能真正有势

场的平移不变性& 布洛赫定理只有对于无限尺寸的

晶体才成立& 按照布洛赫定理，这些布洛赫波是所

谓行波，它们会向各个不同的方向运动& 只有对于无

限尺寸的晶体，它们才会总是留在晶体里面& 实际上

任何真实晶体的尺寸都是有限的& 如果它们的电子

态是布洛赫波，这些行波会运动到晶体外面去，晶体

里的电子会不断地流失，这当然是不符合事实的& 因

此有限晶体中的电子态不可能是布洛赫波& 传统的

能带理论处理这一困难的做法是，对有限尺寸的晶

体假定一个所谓的周期性边条件& 使得布洛赫定理

也可以对具有周期性边条件的有限晶体成立& 其含

意是如果一个电子的布洛赫波从晶体的左面边界运

动出去，它也就同时从晶体的右面边界运动进来& 这

当然是不符合事实的&
任何真实晶体都是有边界的& 边界的存在有可能

会引入新的与边界有关的电子态& 早在 %’"# 年，塔姆利

用一个特定的物理模型计算一个半无限的一维晶体时

发现，半无限的一维晶体的禁带中会存在着一种不同

于布洛赫波的新的电子态& 这种新的电子态被称为表

面态，因为它局域在半无限晶体的表面附近& 从那时以

来，有关表面态的研究到现在已经发展成为固体物理

和化学中的一个非常大的领域& 真实有限晶体会可能

有表面态& 假想的具有周期性边条件的有限晶体则不

会有表面态，当然也不符合事实&
既然传统的能带理论存在着这样一些不符合事

实的基本的困难，为什么又能取得了巨大的成功呢？

这主要是因为多年以来人们所感兴趣的主要是宏观

晶体材料的物理性质& 宏观晶体材料中处于表面位

置附近的原子数目相对于体内的原子数目总是少得

很多很多，因此宏观晶体材料的物理性质对晶体的

边界和晶体的尺寸所带来的影响比较不敏感&
因为布洛赫定理只有对于无限尺寸的晶体才成

立，而所谓的周期性边条件并不符合任何真实晶体

的实际情况& 所以迄今为止的传统的固体中的电子

态的理论，实质上是无限晶体的电子态的理论& 虽然

现代固体物理已经发展了七十多年，但如果要问一

个最简单的如图 % 所示的长方体形的有限晶体都有

一些什么样的电子态问题，却是迄今为止的固体的

电子态的理论所未能回答的& 在传统的能带理论里，

只是把这些电子态都当作是布洛赫波来对待& 如前

所述，这是不正确的&

图 %! 边长为 !% ，!# 和 !" 的长方形有限晶体

从探索自然的奥秘的基础科学研究的角度来

讲，因为任何真实晶体都是有限的，一个正确的有限

晶体中的电子态理论显然是会很有科学价值的& 它

必须克服前面所说的假想的具有周期性边条件的有

限晶体的一些显然不符合事实的基本困难，也应当

能够回答刚才问过的简单问题& 直到现在，有关表面

态的理论研究仍多采用半无限晶体的模型& 因而目

前现代固体物理中电子态理论的基本状况是，晶体

内的电子态由无限晶体的电子态得来，表面态由半

无限晶体的表面态得来，实际上是另外附加上去的&
这和任何真实晶体都是有限的这一众所周知的客观

事实形成了鲜明而又有趣的对比&

"! 有限晶体中的电子态理论的主要困难

既然任何真实晶体都是有限的，而电子态理论

又如此重要，为什么现代固体物理已经发展了七十

多年，还没有人能提出一个正确的有限晶体的电子

态理论，以至于像前面所问的那样简单而又基本的

问题，也都回答不了呢？这是因为这问题看似简单，

实际上一直被认为是非常困难的&
困难的关键在于有限晶体的势场不再具有平移

对称性& 无限晶体的电子态能够得到清楚的认识，是

因为其晶体势场具有的平移对称性，使得问题能够

利用布洛赫定理大大化简，从一个无限晶体中无穷

多个原子体系的问题简化成一个实质上是一个晶体

元胞里的少数几个原子体系的问题& 有限晶体的势

场不具有平移对称性，问题不能用布洛赫定理化简，
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如果原子数目稍多一些，就显得非常困难! 所以就物

理世界而言，如果把物理系统按照原子数目的多少

排列，少数几个原子的体系作为一端，具有无数原子

的无限晶体作为另一端，这个体系谱的两端都可以

被认识得比较清楚! 而对其中间的最广阔范围的体

系的认识则往往要困难得多!

"# 边界效应和尺寸效应是影响亚微米

以至纳米范围的晶体的物理性质的

重要因素

自从 $% 世纪 &% 年代以来，对亚微米甚至是纳

米范围的晶体的物理性质的研究迅猛发展，成为凝

聚态物理学科的重要前沿之一! 对这些晶体来说，边

界效应和尺寸效应是非常重要的因素! 正确认识边

界和尺寸对其电子态的影响，是正确理解这些晶体

的物理性质的重要基础! 对于这样一些亚微米甚至

是纳米范围的晶体，其电子态是不能再用布洛赫波

来描述的! 因而，相应地有大量的计算和理论研究工

作! 迄今为止大体上主要采取了两种不同的途径来

研究这些小尺寸晶体的电子态!
第一种途径是近似方法! 其中最主要的叫做有

效质量近似方法! 简单说来就是把在晶体中的电子

当作一个具有有别于其静止质量的有效质量的自由

电子来处理! 这是一个半导体物理研究中早已用得

非常广泛的近似! 但是这个近似是有条件的：要求问

题中的外场是弱的和缓变的! 亚微米以至纳米范围

的晶体的势场相当于在边界处存在着一个很强的和

突变的外场（见图 $），因而恰恰完全违背了这个近

似的前提条件! 但许多研究工作者就把它直接搬用

过来了! 用有效质量近似计算出的结果，和实验结果

比较常常有较大的误差! 在有些情况下，这个近似甚

至有可能给出定性上也是错误的结果!
第二种途径是用数值方法去解相应的量子力学

方程! 这种方法不像有效质量近似方法那样前提就有

问题，因而比较准确! 但是如前所述，这样的体系难以

化简，常常计算工作量很大，如果计算对象比较大，经

常就算不了! 有时算出一些结果，又不容易理解为什

么会是这样的结果! 有时又是算出一大堆数据，不大

好分析! 因此从发展凝聚态物理的学科前沿和探索材

料应用前景的角度来讲，也需要有一个正确的有限晶

体的电子态理论，来理解和探索大量的有关亚微米甚

至是纳米范围的晶体的物理性质的问题!

图 $# 一维无限晶体的势场的一部分（’）和长度为 ! ( )" 的理

想一维有限晶体的势场（ *）的比较（ 两条竖直线表明在有限晶

体的边界处存在着一个很强的和突变的外场）

+# 理想一维有限晶体中的电子态的理

论的一般结果

作者曾多次读过杨振宁先生的“ 物理学与美”

演讲，深为大师们的研究工作所体现出的庄严和神

圣的美感到震撼! 作者自己略有体会的是海森伯的

那句话：“数学能做出我们做不出的东西! ”作者发

现，虽然有限晶体的电子态的问题不再能用布洛赫

定理简化，利用微分方程的数学理论，我们也可能得

到严格的和一般的解析解!
在历史上，对晶体中电子态的一些最基本的认

识常常是通过分析一维晶体而得到的! 现在的大多

数固体物理教科书中，也常常是通过先对一维模型

的分析来认识晶体的电子态的! 要试图回答一个简

单的三维有限晶体都有一些什么样的电子态的问

题，我们首先需要清楚认识一个更简单的问题：一个

一维有限晶体都有一些什么样的电子态？

一维有限晶体中的电子态相应的量子力学方程

是二阶线性常微分方程! 在英国数学家伊斯特姆前

些年得到的有关周期性二阶线性常微分方程解的节

点的几个定理［,］的基础上，作者第一次对于这个看

似简单实际上很基本的问题给出了一个严格的和一

般性的回答［$］! 和一维无限晶体中所有电子态都是

布洛赫波不同，作者证明了任何一个长度为 #"（这

里 # 是一个正整数，" 是晶体的晶格常数）的理想

一维有限晶体［ 图 $（*）］，都存在着两种不同的电

子态：对应于布洛赫波的每一允许能带（ 图 - 中的

实线），有限晶体中存在着 # $ , 个布洛赫波的驻波

态（图 - 中的实心圆点），每一个驻波态的能量都只

与晶体的长度有关而与晶体的边界位置无关，并且

可以由布洛赫波的能量 ! 和波矢 % 的关系 !&（%）完
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全确定；对应于布洛赫波的每一禁带，有限晶体中都

存在着一个而且只有一个电子态（ 图 " 中空心圆

点），它的能量只与晶体的边界位置有关而与晶体

的长度无关& 随着边界位置的不同，这个态可以集中

在一维有限晶体两端中的一端，形成一个表面态，也

可以周期性地分布在整个有限晶体中，而并不集中

在其中的任何一端，因而一维有限晶体每个禁带最

多只有一个表面态&

图 "! 图 #（’）的长度为 ! " #$（这里 # ( )）的一维有

限晶体的电子态的能量（圆点）和图 #（*）的一维无限晶

体的电子态的能带 !%（&）（实线）的比较（实心圆点是布

洛赫波的驻波态，相应的波矢为 &’ " ’! ( !，’ " %，#，

⋯# ) % ，每一能带有 # + % 个& 空心圆点是边界有关态，

每个禁带有一个）

这个结果首先确定地回答了一个一维有限晶体

都有一些什么样的电子态的问题，它不存在周期性

边条件引起的基本困难& 其次，它告诉我们，边界效

应和尺寸效应是可以分开的：布洛赫波的驻波态只

存在尺寸效应而边界有关态只存在边界效应& 这是

作者事先完全没有想到的& 第三，因为每一个不同的

正整数 # 相应于一个不同长度的一维有限晶体，它

有一些什么样的电子态都是完全确定可知的，因而

如果把一种一维有限晶体按其长度由短到长排列，

随着 # 的增加，我们在第 " 节中所说的难以认识清

楚的中间最广阔范围里的每一个物理体系都得到了

和两端一样的清楚的认识&
一维有限晶体每个禁带最多只有一个表面态这

个结论和很多人的想法完全不一样& 很多人的想法

是，既然有一个端点的半无限的一维晶体在一个禁

带会有一个表面态，一维有限晶体有两个端点，就会

在一个禁带中有两个表面态& 这是固体物理学界的

传统看法& 我们的结果表明这个看法是错误的& 国内

外不同小组的数值计算结果完全证实了我们的结

论& 一个一维有限晶体虽然总是有两个端点，为什么

每个禁带却最多只有一个表面态呢？仔细的分析表

明，一维有限晶体的两个端点很可能是不等价的，或

是由于晶体内的势场的不对称或是由于晶体的边界

的不对称& 因此可能一个端点附近会有表面态而另

一个端点没有& 只有完全对称的一维有限晶体［ 见

图 #（’）］的两个端点才是等价的，这时与晶体的边

界位置有关的态是一个带边态（ 见图 "）：在晶体体

内，它的形式和一个无限晶体的带边态完全相同，周

期性地分布在整个有限晶体里&
值得注意的是，我们这里得到的有限晶体中所

有的电子态包括表面态等都是一齐算出来的& 不像

以前的传统作法，先算出能带，表面态是以后附加上

去的&
所得到的结果也为认识清楚表面态的本质提供

了新的思路& 过去认为表面态就是分布在表面附近

的电子态，比较来说，这还主要是从现象上看问题&
如果把表面态当作是其物理性质由表面所决定的电

子态，似乎更反映了问题的本质& 如果我们这样定义

表面态，那么一维有限晶体每个禁带就总是有一个

表面态，即前面所说的由边界位置所决定的电子态&
相对表面态而言，布洛赫波的驻波态可以被称

为体态：它们的能量与晶体边界位置完全无关，只取

决于晶体的长度&
这里得到的严格的和一般性的结果清楚地表

明，前面所说的有限晶体的势场不再具有平移对称

性导致的困难实际上是可以克服的& 对一维有限晶

体的电子态的清楚认识，给进一步认清三维有限晶

体中的电子态提供了重要的基础&

,! 三维有限晶体中的电子态的理论的

一些初步结果

三维有限晶体中的电子态是一个远为困难的问

题& 这是因为三维晶体中的电子态的相应的量子力

学方程是偏微分方程，数学家们对偏微分方程的解

的认识要比对常微分方程的解的认识要差很多& 再

加上三维晶体结构的复杂性和多样性，要想得到一

个像一维有限晶体的电子态的那样的完全一般性的

清楚认识，是非常困难的也许甚至是不可能的&
尽管如此，我们还是得到了一些重要晶体结构

的三维有限晶体中的电子态的一般性的结果［"］& 例

如，一个面心立方结构的长方体形晶体，其六个面分

别在（%，%，$），（%，%
+
，$）和（$，$，%）方向，在三个晶

·!"#·
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物理

格基矢方向的长度分别是晶格基矢长度的 !!，!"，

!# 倍$ 则相应于无限晶体的每一能带，此有限晶体

共有：

（!! " !）（!" " !）（!# " !）个 体态，

（!! " !）（!" " !）#（!" " !）

·（!# " !）#（!# " !）（!! " !）个 表面态，

（!! " !） #（!" " !） #（!# " !）个 边态，

! 个 顶角态，

虽然此有限晶体共有 % 个表面，!" 个边和 & 个顶

角$ 这里体态在 # 个方向都只有尺寸效应而无边界

效应$ 表面态在一个方向有边界效应而在两个方向

有尺寸效应$ 边态在两个方向有边界效应而在一个

方向有尺寸效应$ 顶角态在 # 个方向都只有边界效

应而无尺寸效应$
对同一能带而言，还存在着以下的一般关系式：

顶角态的能量 ’ 边态的能量 ’ 有关的表面态的能量

’ 有关的体态的能量$
作者相信，这是迄今为止有关三维有限晶体中

的电子态的最明确的和一般性的结果$ 它显然包含

了比一维有限晶体的电子态的结果远为丰富的物理

内容，在此基础上也可以理解许多过去从数值计算

已经得到但未能解释的结果$ 虽然认真分析这些结

果是非常有趣的，但已经超出了本文的范围$ 得到的

结果也再次表明，前面所说的有限晶体的势场不具

有平移对称性导致的困难实际上是可以克服的$
严格说来，作者所得到的是理想有限晶体中的电

子态$ 理想有限晶体是真实晶体的一个简单化的模

型，真实晶体的电子态的情况还会更复杂一些$ 但是

和无限晶体相比，理想有限晶体还是显然远为更接近

于真实晶体$ 因此我们得到的一些严格的和一般性的

结论，应当可以作为认识真实晶体中电子态的一个基

础和出发点$ !()) 年的诺贝尔物理学奖获奖者 *$ +$
安德森在他的获奖演说中说道：“一个简单化的模型

常常能比任何个数的个别情况的从头计算都更好地

说明自然的真谛$ 这些计算即使正确，也常常包含着

过多的细节，因而是掩盖了而不是揭示了真理$ 能够

计算或测量得过于准确有可能是坏事而不是好事，因

为所测量或计算的常常与机理无关$ 总之，完美的计

算只是重复自然，并不能解释自然$ ”

凡是做数学或理论物理这样的严格科学的研究

的人都知道，“无限”和“有限”之间常常是存在着一

个很高的门槛甚至是一道壁垒的$ 跨过这个门槛，穿

越这道壁垒，就又是一个繁花似锦的崭新天地$
致, 谢, , 本工作得到了黄昆先生，杨乐，余树祥，

韩汝珊，张平文等教授和宣宇琳同学的许多帮助，谨

致衷心的谢意$
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《 固体物理基础》第 ! 版出版

（阎守胜编著，北京大学出版社出版）

, , 《固体物理基础》是北京大学物理学丛书中的一本$ 该

书第一版出版于 "LLL 年，全书分两部分$ 第一部分为理想晶

体，采用从有关固体最简单的模型———金属自由电子气体模

型出发，逐渐加以丰富完善的体系，系统讲述了有关固体晶

格结构、电子能带论、晶格振动、输运现象、原子间的键合和

固体中的缺陷等方面的内容$ 近三十年固体物理的新发展，

除在第一部分中有所反映外，集中地反映在第二部分的无

序、尺寸、维度和关联四章中$ 和传统的固体物理教科书相

比，增添了许多新的内容，包括无序体系中电子的定域化，弱

定域化，介观体系的物理，纳米微粒，团簇，库仑阻塞，半导体

低维体系，拓扑缺陷，二维体系中的相变，准一维导体，密度

泛函理论和强关联初步等$ 由于体系和内容新颖，物理图像

清晰，并着重于固体中基本的、共性的问题，该书出版以来，

受到读者广泛的关注和欢迎$
在第二版中除对第一部分做了少量订正更改外，主要是

在作者连续三年为北京大学物理学院四年级学生开设《 现

代固体物理》课程的基础上，对第二部分做了修订$ 重写了相

当多的地方，改变了讲述的方法和次序$ 在内容添加方面，主

要是扩充了对高温超导电性的讲述，同时增加了一节，对人

们十分关注的分数量子霍尔效应体系，对 M.CE1:>A 波函数、

分数电荷和复合费米子等概念做了入门的介绍$ 其它内容的

添加和删除大体相抵，维持了原书的篇幅$ 整个讲述更加准

确，清晰，简洁和有特色$ 此外，还对参考文献做了必要的补

充，也增加了一些习题$
该书可作为各类大学物理系固体物理学及现代固体物

理学课程的教科书或参考书，也可供有关研究人员参考$
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