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摘" 要" " 实现可集成的量子计算的关键步骤是实现保真度足够高的一组普适量子逻辑门) 最近几年发展的几何

量子计算使用几何位相来实现量子逻辑门，其特点是利用几何位相的整体几何性质来避免某些局域的无规噪声的

影响，从而实现较高保真度的量子门) 文章先简要介绍常规几何量子逻辑门的概念，然后重点介绍最近提出的非常

规几何量子计算：量子计算中使用的逻辑门的总位相既包含有几何位相，又包含有动力学位相，但它仅依赖于一些

几何特征) 而且，对于任意的量子位输入态，在量子门操作过程中积累的位相要么是零，要么是仅依赖几何特征的

位相)
关键词" " 几何量子计算，量子门，几何位相，离子阱

!"#$"%&’( )*+,%*$ (#$-*%+%’#,

*+, -./01/234! " " 5678 */0923#，$，%

（!" !"#$$% $& ’#()*") +,- ./%/"$001,*"+2*$, 3,4*,//5*,4，!$12# 6#*,+ 7$50+% 8,*9/5)*2(，:1+,4;#$1 &!’($!，6#*,+）

（#" </=+520/,2 $& ’#()*")，8,*9/5)*2( $& >$,4 ?$,4，’$@&1%+0 A$+-，>$,4 ?$,4，6#*,+）

（$" </=+520/,2 $& B+2/5*+%) !"*/,"/ +,- 3,4*,//5*,4，8,*9/5)*2( $& !"*/,"/ +,- ./"#,$%$4( $& 6#*,+，>/&/*C #$’’#(，6#*,+）

./0%&+(%1 1 :.; <.=>/?2@ /A<@;A;3B2B/C3 CD 2 E3/F;G>2@ >;B CD ./4. H D/I;@/B= JE23BEA 42B;> /> 2 K;= >B;< /3
JE23BEA ?CA<EB2B/C3) 8;CA;BG/? JE23BEA ?CA<EB2B/C3 /> 2 <GCA/>/34 >?;32G/C BC 2?./;F; ./4. H D/I;@/B= JE230
BEA 42B;>) L3 B./> >?.;A;，JE23BEA 42B;> 2G; G;2@/M;I N2>;I C3 4;CA;BG/? <.2>;>，O./?. 2G; I;<;3I;3B C3@= C3
>CA; 4@CN2@ 4;CA;BG/? D;2BEG;>) L3 B./> PCAAE3/?2B/C3，O; <G;>;3B 23 CF;GF/;O CD 4;CA;BG/? JE23BEA ?CA<EB20
B/C3，;><;?/2@@= B.; E3?C3F;3B/C32@ 4;CA;BG/? JE23BEA ?CA<EB2B/C3 G;?;3B@= <GC<C>;I N= E>) L3 B.; @2BB;G
>?.;A;，B.; BCB2@ <.2>; 2??EAE@2B;I /3 2 42B; C<;G2B/C3 ?C3>/>B> CD NCB. 4;CA;BG/? 23I I=32A/? ?CA<C3;3B>，
NEB DCG 23= /3<EB >B2B; /B >B/@@ C3@= I;<;3I> C3 B.; 4@CN2@ 4;CA;BG/? D;2BEG;>)
2"3 4#&501 1 4;CA;BG/? JE23BEA ?CA<EB2B/C3，JE23BEA 42B;，4;CA;BG/? <.2>;，BG2<<;I /C3>

!" 香港 Q8P 基金（批准号：+R,S!!T U ’#V）、香港大学 PQP8 基金、

国家自然科学基金（批准号：!’#’T’’W）和广东省自然科学基金

（批准号：’#!’WW）资助项目

#’’$ H !# H ’$ 收到

%" 通讯联系人) X0A2/@：MO234Y .KE??) .KE) .K

" " 量子计算机已被证明可用来处理某些用经典计

算机很难完成的任务，它的实现将引起信息技术新

的革命) 量子计算机的实现原则上已不存在不可逾

越的障碍，但技术上的实现仍有严重的困难，其中一

个主要障碍是如何克服消相干的影响) 量子计算的

优越性体现在它利用了量子系统与经典体系的两个

本质差别：量子态的叠加及纠缠) 但是这两个性质都

很脆弱，很容易被称为消相干的过程破坏掉) 如何克

服消相干的影响已成为能否制造出真正实用的量子

计算机的关键) 量子计算由量子逻辑门来操作) 最近

的估计表明［!］，如果每一个量子门的保真度能达到

ZZ) ZZ[，则通过量子纠错编码方式，在存在消相干

时仍可以实现大规模的量子计算) 但要达到如此高

的保真度，量子门本身必须具有内在的容错（ D2E@B H
BC@;G23B）能力)
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现在已经提出许多方案用来实现可容错的量子

计算，每种方案都可克服某些消相干效应的影响，其

中一种很有吸引力的方案是利用几何位相［#—%］来实

现量子门，而由这种逻辑门构成的量子计算被称为

几何量子计算［&—’］( 已经证明普适的量子计算可由

一个非平庸的二量子比特逻辑门及两个非对易的单

量子比特逻辑门实现［)$］( 在一个具体的量子体系

中，设计合适的可容错的普适量子门是一个重要的

步骤( 可容错的普适量子门已被证明可用几何位相

来实现( 量子门可表示为幺正算符 !（｛!｝），其中

｛!｝是一组在实现量子门操作中积累的位相( 通常

每一位相 ! 都同时含有几何与动力学部分( 如果量

子门 !（｛!｝）中的位相 ! 是纯几何位相（ 即动力学

位相为零），则该量子门被称为几何量子门( 由于几

何量子门中的几何位相是一个整体的位相，某些局

域的无规涨落的影响可被忽略，因此具有内在的容

错优点而受到广泛的重视( 几乎所有重要的潜在量

子计算模型，如核磁共振、超导约瑟夫森结、离子阱

及半导体量子点等体系，都在最近被仔细研究过是

否适合用来做几何量子计算(
我们先简单介绍几何位相( 说明几何位相的最

简单例子是随时间作周期性（周期为 "）变化的外磁

场 !（ "）中的自旋 ) * # 粒子( 如果 !（ "）的变化足够

缓慢，保证体系是绝热演化，即初态是能量本征态的

态矢在演化中一直仍保持在与之对应的瞬时能量本

征态中( 当 !（ "）循环一周时，+,--. 证明了除熟知的

动力学位相外，还存在一个非可积的几何相因子，它

的值是&# * #，这里 # 是外磁场单位方向组成的轨

迹所围的面积（或立体角），&号由系统所处的能量

本征态确定［#］( 这个位相就是著名的（ 绝热）+,--.
位相( 在非绝热条件下，存在非绝热几何位相( 如果

态矢在 " 时间时和初态仅相差一个位相，这叫循环

演化( 在循环演化中，几何位相有类似的结果，如也

可写成&#/ * #，但 #/ 是定义在投影希尔伯特空间

中由自旋极化矢量的演化轨迹所围的面积( 循环但

非绝热几何位相被称为 00 位相，它在绝热条件满

足时和 +,--. 位相一致［"，%］( 几何位相已被发现在许

多物理领域中有重要应用(
现在我们用核磁共振体系来简单说明（ 几何）

条件相移门的实现( 考虑两比特核磁共振体系：控

制比特 1 和目标比特 2( 条件相移门是指在门操作

中目标量子比特积累的位相依赖于控制比特的状

态( 假设每个比特可分别由磁场 !1 和 !2 控制，则

体系的哈密顿量可写成

# $ % )
# !1·!1 3 )

# !2·!2 4 &$’
1$

’
2， （)）

这里 !1 和 !2 是控制比特 1 和目标比特 2 的 56789
算符，$’

1 和 $’
2 是 ’ 方向的 56789 算符，& 是两比特的

耦合 常 数 ( 明 显 地 ，2比 特 感 受 到 的 有 效 磁 场 是

!2 : #&";，这里 "’ 是 ’ 方向的单位矢量( 如果 !2 是

旋转磁场，则 !2 旋转一周时得到的绝热及非绝热

位相及条件相移都可由图 ) 形象地表示出来( 如果

能通过适当方法把门操作中的动力学位相消除后，

就可以实现条件几何相移门(

图 )! （6）条件相移的实现示意图( 当控制比特处于不同的态

时，目标比特感受到的有效磁场不同，操作时积累的位相也就不

同( 在旋转磁场时，（)）绝热条件下，图中的目标比特部分可看成

是 参数空间( ($是实际外加磁场的单位方向组成的轨迹，(#
（($）分别是控制比特处于 #〉（ $〉）时目标比特实际感受

到的磁场的单位方向组成的轨迹(（#）在非绝热条件下，图中的

目标比特部分可看成是布洛赫球，是投影希尔伯特空间( ($ 是

只考虑实际外加磁场时的自旋极化矢量演化轨迹，而 (#和 ($
分别是控制比特处于 #〉， $〉时目标比特实际自旋极化矢

量演化轨迹( 在两种情况中，设 (#和 ($轨迹对应的立体角为

##和 #$，则&##$ * # 是控制位处于 #〉， $〉时的几何位

相(（<）二比特条件相移门

按照传统的智慧，几何量子计算的关键应是如

何去掉（或避免）动力学位相( 一个简单的方法是选

择暗态（能量为零的态）为量子比特，因此动力学位

相自然总是零［=］( 另外一种较普遍的方法是多回路

方法［>，?，’］，即选择合适的哈密顿量，在该哈密顿量

的控制下，体系沿几个特别的回路演化，使得动力学

位相虽然在每个回路中可能都不为零（不平庸），但

它们在不同回路中相互抵消，而几何位相相加成为
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非平庸位相! 与用动力学位相做成的逻辑门相比，上

面的消去（ 避免）动力学相位的方法需要精确地选

择哈密顿的控制参量，或更多的操作，因而可能引入

一些额外误差!
其实，几何量子计算的核心思想应是量子门中

的位相具有整体几何性质! 因而，我们自然要问是否

可以在仍有非平庸动力学位相存在的情况下，去实

现或设计具有整体几何性质的量子门! 当然，如果可

以找到这类与前述几何量子门不一样的非常规逻辑

门，在实现可容错的量子计算中应有重要价值!
在最近的工作中，我们回答了上述重要问题，且

提出一类新的被称为非常规几何量子逻辑门的方

案［""］! 这类几何量子门的奇特之处在于总位相中既

包含有几何位相，又包含有动力学位相，但它的确仅

依赖于一些几何特征! 我们的关键设想在于注意到

下述事实：如果动力学位相 !# 和几何位相 !$ 成比

例，即

!# ! "!$ " （"% %，# "）， （&）

" 是一个至少不依赖于部分参数的比例常数，则明

显的，即使仍有非平庸的动力学位相存在，总位相仍

仅依赖于整体几何性质! 在这里，" ’ % 时，总位相是

常规几何位相，而 " ’ ( " 时是平庸的! 假设在量子

门中的位相满足（&）式的总位相 ! ’（" ) "）!$，则

该量子门也具有整体几何性质! 对比于前述文献

［*—+］中提出的已清除（ 避免）了动力学位相的量

子门，这种新提出的几何量子门可被称为非常规几

何量子门! 这类量子门拥有常规几何量子门的优点，

但比起常规几何量子门，我们这里提出的逻辑门因

不需要消除动力学位相，在某些系统中就可以简化

实验操作! 下面，我们用实际的物理系统具体讨论非

常规几何量子门的实现!
离子阱中囚禁的超冷离子是最早提议用来做量

子计算的体系之一［"&］! 在这种体系中，离子被限制

在谐振子势中，并可用激光进行操纵来进行量子计

算! 这种体系用离子的两个不同状态 #〉和 $〉表

示量子比特! 我们可讨论仅有两个量子比特的情况!
当合适地选择激光时，可以在离子处于 $#〉或

#$〉时激发离子的相对运动态，使系统的有效哈

密顿量可近似为 $（ %）! ,#-（&’ . # ,$% ’ ,%/ # &.,$% # ,%/）(
但当离子处于 $$〉或 ##〉时，不激发，系统的

有效哈密顿量为零［"0］! 这里，& 和 & ) 是表示相对运

动态的谐振子的消灭和产生算符，$ 是激光的失谐，

% 是驱动场的相位及 #- ! #（)%$ # )%#）*%1 + & ，*%1
是谐振子基态波函数的宽度! )%$（)%#）是作用到

#〉（ $〉 ） 态 的 偶 极 矩 力! 如 果 选 择

｛ $$〉$#〉#$〉##〉｝为基，在循环演化

时，得到 2 3 2 矩阵形式的相位门：,（!）! #,4$（"，

.,!$#，.,!#$，"），其中 ! $# ’ !#$ ’ !! 这个相位门

在 !%-!（- 是整数）时是非平庸两比特量子门［"%］!
这个体系的演化产生的位相可以解析求出［""］! 当量

子体系在时间［%，%］中演化时，如果写成〈&（%）.
&（ %）〉 ! .56（ ,!）〈&（%）&（ %）〉， ! 即 是

&（ %）〉和 &（%）〉之间的总位相差! 几何位相 !$

（可是非绝热非循环的）可被定义为总位相 ! 和动

力学位相 !# 之差! 在现在讨论的系统中，% 时间的波

函数 &（ %）〉可以表示为 &（ %）〉’ ,% &（%）〉，并且

演化算符 ,% 可以解析求出! 因此，根据 !# 和 !$ 的

定义和表达式，可以求出在任意时间内有

!#（ %）! # &!$（ %）! &!（ %）! &’（ %）， （0）

这里 ’（ %）!（#- + $）
&［1,7（$%）# $%］!

对（0）式给出的结果，我们给出如下几点评述：

（"）当演化形成一闭合路径时，$% ’ &!，’ ’ ( &!
（#- 8 $）

& ! 则选择合适的参数 #- 和 $，可以得到非平

庸的两量子比特门! 如选择 #- 8 $ ’ " 8 &，可得到非

平庸的相位门 ,（! 8 &）! 在对 #〉态作单比特 ( ! 8 &
旋转后，即是普适的控制 ! 相位门!（&）值得指出的

是，这个系统中非平庸的二量子常规几何位相门是

实现不了的! 因为当动力学位相是平庸时（!# ’ &!
3 整数），!$ ’ 9 !! 但 ,（ 9 !）是一个平庸的量子

门!（0）最值得注意的是，这个体系中所有能实现的

非平庸二量子相位门 ,（!）都可以看作是 " ’ ( &
的非常规几何量子门! 而且，这里的比例常数 " 的

确不依赖于系统的参数，如门的操作速度、激光的失

谐量、位相及强度等! 所以，相位门 ,（!）中的位相 !
虽然包含有非平庸的动力学位相，但它的确只依赖

于几何特征!（2）同样有趣的是，常规的几何量子门

并未在现有的实验中实现，但这里讨论的非常规的

几何量子门已经在实验中实现［"0］，并且实验所得到

的高保真度和该相位门仅由整体几何性质决定有密

切关系：如该位相仅由路径所围的面积确定，而不依

赖于初态、路径形状及完成循环演化的速率! 这些整

体性质都是原来吸引我们研究常规几何量子计算所

认为应具有的优点!（*）尤其要说明的是，在我们给

出的这个非常规几何量子门的例子中，位相不依赖

于谐振子的初态! 另外，对于任意的量子位输入态，

在量子门操作过程中积累的位相要么是零，要么是

仅依赖几何特征的位相，因此是一个完全几何的量

子门! 而在常规几何量子门操作中，仅有某些确定的

·!!"·
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输入态，其积累的位相才具有几何特征；而在不是以

暗态为量子比特的系统中，在门操作后积累的位相

对任意初态都完全是常规几何位相的量子门到现在

也还没找到&（’）另外的一个特点是，（"）式在任意

演化时间都成立，这导致实现的相位门对小的非循

环因素（如循环时间没有控制好等）不敏感& 详细的

计算表明，如时间的控制有 !! 的不确定性，则相位

的偏离正比于（!! ! !）"，是一个可忽略的高阶小量&
另外值得指出的是，（#）式还可进一步推广为

"( ) #* + $"*，其中 #* 是一个仅依赖于演化路径几

何特征的系数& 当 #*%$ 时，$ 可以是任意常数；当

#* ) $ 时，$%$，, -& 这一类推广的非常规的几何位

相门，亦可在实际的物理系统中实现，如 ./0，在此

就不赘述了&
总之，在我们提出的非常规几何量子计算方案

中，逻辑门的总位相同时包含有几何位相和动力学

位相，但它的确仅依赖于一些几何特征，并可在实际

的物理系统中实现& 另外，除了本文介绍的例子外，

可验证还有其他一些实现量子门的方案［-%—-’］可归

类于非常规几何量子计算& 显然，非常规几何量子计

算方案为实现高保真度的量子门提供了新思路，对

进一步促进有关的理论研究，特别是激发实验的兴

趣，起相当积极作用&
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苏威公司是一家集科研、设计及制造各类模拟气候环境试验设备的专业性企业。本公司现已通过 ./0*""!1’""" 质

量管理体系认证。 产品有：适于作步入式恒温、高低温、高低温湿热、高低温交变湿热、恒定湿热、高温

恒温、盐雾腐蚀、滴水淋雨、紫外灯（氙灯）耐气候、砂尘、霉菌、振动、跌落等各种试验的试验设备。
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高低温交变湿热试验箱
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高低温交变湿热试验箱
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盐雾腐蚀试验箱
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