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反应扩散系统中波传播的锁频现象!

周路群! ! 程! 熹! ! 欧阳颀(

（北京大学物理学院! 北京! ’%%)*’）

摘! 要! ! 在空间延展系统中，当增强外部光强时，作者观察到波传播的 !" ! # ’（!,$）锁频现象+ 此现象是在光

敏 ,- 反应实验中观察到的+ 通过构建一个映射函数，发现在波周期和外部光强的关系中存在魔鬼阶梯，并且此阶

梯与实验数据相吻合+
关键词! ! 锁频现象，反应扩散系统，斑图
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’! 引言

在非线性动力学研究中，锁频现象一直广泛受

到人们的关注［’］，而且这种现象被发现在生物节

律［$，"］和生物钟［#］起着重要的作用+ 比如，在起搏点

周期驱动的心室肌肉细胞群中，通常发生 ’H ’ 节律

现象+ 然而，当驱动频率增加或者驱动振幅减少的时

候，这种 ’H ’ 节律现象就要被其他反常的心脏节律

所取代，诸如，!" ! # ’（!,$），$ H $，或者 $ H ’ 的锁

频现象+
,-（,?MC2ECB V -@ADCQ;5ENL）反应被广泛用于实

验研究非线性时空动力学中，诸如斑图形成［&］及其

控制问题［Y］，噪声的有序作用［*］等等+ 在这样的系

统中锁频现象或者共振现象同样吸引着人们的兴

趣+ 在光敏 ,- 反应中，一个周期外力可以用来诱导

螺旋波的共振漂移［)］，或者使得曲折驻波斑图形

成，同 时 当 改 变 外 部 频 率 时 伴 随 着 锁 频 现 象 存

在［Z］+ 这些现象都归功于钌催化剂的光敏性质，因

为在外界光强作用下，它将改变化学反应的速率，从

而改变系统的动力学行为+ 在空间延展系统中，这种

光敏性质使得可见光降低波的传播速度，甚至完全

抑制波的传播［’%］+
在光敏的 ,- 反应中，我们报道了可见光作用

于波传播的实验现象+ 当一列波周期地进入照射区

域时，随着外界光强的改变，我们观察到 !" ! # ’（!
,$）的锁频现象+ 然后我们构建了一个映射函数，

发现在波周期和外部光强的关系中存在表征锁频现

象的魔鬼阶梯，并且此阶梯与实验数据相吻合+
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!" 实验装置和实验结果

实验装置包括一个溶胶反应器（如图 #），放在

有 $ 个小磁铁的架子上，小磁铁用来旋转反应器里

的磁搅拌子，从而使得反应器里的溶液混合均匀% 在

这个溶胶反应器的中间，有一个直径为 &% ’() 的空

间，其 中 置 有 一 层 很 薄 的 硅 胶，厚 度 为 ’% ** +
’, ’!))% 光敏的钌催化剂被固定在硅胶中，其浓度

为 $, !)-% ./ 反应的溶液（ 不包括钌催化剂）以速

率 !’)0 1 2 被连续地泵入反应器中% 反应器中总体积

大约为 !’)0% 反应在硅胶内进行，因此硅胶做得很

薄是 为 了 减 小 三 维 效 应% 每 一 次 实 验 我 们 准 备

#’’)0 的 新 鲜 ./ 溶 液，其 中 各 成 分 浓 度 如 下：

［34.56*］7 ’% !&-，［-8］7 ’% !-，［9!:6* ］7 ’%
*-，［34.5］7 ’% #-% 实验在 !! + #;的恒温环境中

进行%

图 #" 反应器示意图% 内圆是反应媒介，其中在薄的溶

胶层中固定了催化剂；虚线表示的圆是可见光照射区%

./ 反应的溶液（不包括钌催化剂）通过 ! 个入口被连续

地泵入反应器中，然后通过 ! 个出口流出，$ 个搅拌子

保证了反应溶液的均匀性）

开始时，背景光照为 !’ 7 ’% #<= 1 )! 的情况下，

在反应器中产生一个螺旋波，其周期为 "’ 7 $$ +
!>，并使得螺旋波的端点靠近反应媒介的边缘% 然后

将一张黑纸做成的罩贴在反应器的下面，其上有一

直径为 $% ?() 的孔，孔中心略微偏离反应器的中

心% 这样螺旋波的端点总是落在黑暗的区域中，如图

# 所示，图中虚线代表的是光照区% 从下方用一个电

脑控制的投影仪（日立 @A B :*&’）通过一带通滤光

片（*#’—<*’C)）照射整个反应器% 利用 @@D 照相

机（94)4)4E>F @*’&&）录制在光照区由透射光形成

图 !" 在不同光照强度下光照区内形成的斑图

（4）#% *#= 1 )!；（G）#% <H= 1 )!；（(）!% !I= 1 )!；

（J）!% &’= 1 )!

的波的图像，并通过采集卡（DK*#<<）数字化存入计

算机，以便将来分析%
每一次实验我们在投射一定光强的光照之前让

反应进行 $’ 分钟，然后，投射光照等待 #’ 分钟，再

开始录下 $’ 分钟的传播波峰的图像% 图 ! 显示了

在不同光照强度下所观察到的斑图% 我们发现系统

存在两个临界点：!)LC，大约是 #% *#= 1 )!；!)4M，大约

是 !% H= 1 )! % 当光照低于 !)LC，波的传播速度和波长

减少，如图 !（4）所示，但是没有出现波破裂的现象%
当光强强于 !)LC，可观察到波破裂现象以及系统选

择一个新的特征周期和波长［见图 !（G）—（J）］；当

光强高于 !)4M，波立即消失% 在 !)LC和 !)4M之间，我们

发现 # B #（#,!）个波能存活，其中 # 依赖于所用

的光强值% 比如，在图 !（(）中，每一次波破裂之后有

两个波能存活；在远离边界的地方，这两个波重新形

成规则的、具有更大特征波长周期斑图，其波的周期

是 "’ 的 * 1 ! 倍% 在较强光强下，同样能观察到这样

的现象% 图 !（J）显示的是两个波峰中只有一个能存

活且周期是 "’ 的 ! 1 # 倍% 另外，尽管在图 !（G）所用

的相对较低的光强条件下，很难看出在一次波破裂

之后有多少个波能存活，但是通过周期的测量，我们

可以估计为 "’ 的 $ 1 * 倍；也就是说，在一次破裂之

后有 * 个波存活% 然后我们对这些斑图进行定量分

析，通过提取一个空间点灰度值的时间序列，然后进

行傅里叶分析，我们可以获得波的周期以及对空间

斑图进行二维傅里叶变换，我们可以获得在一定光

照条件下波的波长和波速% 所得数据与理论分析的

结果一起显示在图 * 中%
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图 "! 随着光强的增加波峰的周期（ (）和速率（)）的变

化情况，实正方形是实验点! （ (）中的实线来自迭代函

数的理论计算；（)）中的实线是对实验点的线性拟合以

及空心菱形块是迭代函数的理论计算值

"! 迭代函数以及理论计算

我们利用反应扩散系统中的色散关系可以理解

所观察到的现象，即：波速是波周期的单调增函数，

并且存在一个临界点［’’］* 另外，当系统施加了外部

光照后，系统的可激发性降低，在色散关系中，这意

味着同样大小的速度就必须对应更长的周期或者同

样大小的周期对应较小的波速* 因此，当具有一定周

期和波长的、处在光照外的螺旋波端点送出一个波

峰时，记为 +’，当它进入由于光照引起可激发性降

低的光照区后，它的速度将从 !% 降到 !’ * 但是当下

一个速度为 !% 的波峰也传播到这个光照区时，将跑

进前一个波峰 +’ 的恢复波背内，这将导致它的速

度降为 !$，要低于 !’ * 由此，当光强低于 ",-.时，波峰

不会出现破裂；然而，这种情况下光强只是降低波长

和波速［ 见图 $（ (）］而不改 变 周 期* 当 光 强 高 于

",-.，波的速度将会降至色散关系定义的最小波速，

于是波就会破裂，生成的两个自由端将迅速萎缩到

边界并消失，见图 $（/）* 由于这种破裂腾出了空间，

使得下一个波峰立即提高它的波速至最大值* 然而，

接下来几个波峰的速率又会依次降低，直到达到临

界最小速度，出现新的波破裂现象* 这个过程不断重

复进行* 在远离边界的地方，这些存活的波峰将通过

相互作用形成一个规则的周期斑图结构，其特征周

期和波长将依赖于光照区内投射的光强值*
接下来我们将构建两个相邻波峰之间的映射函

数* 图 "（)）显示了在波速与低于 ",-. 的光强之间存

在较好的线性关系* 因此，我们假设存在光照 " 时波

峰的波速 ! 和周期 # 之间具有如下线性关系：

! $ !,-. % &［# $ #,-. $ !"］% &（# $ #’），（’）

其中 #0 1 #,-. 2 !"* 参数 & 和 ! 由图 $（)）中的实验

数据确定：左边的直线是由弱光照情况下出现 ’ 3 ’
现象的数据点拟合而得的；右边的直线是根据 " 3 $
现象的数据点拟合出来的，并且有与前一条直线同

样的斜率* 所以 &! 即是这些直线的斜率，& 则代表

着两条直线在同样光强处的速率差，如图中虚线所

示*
另一方面，后一个波峰的速率依赖于前一个波

峰的恢复波背的长度，因此我们假设这两个相邻波

峰的速率具有如下的线性关系

!()’ $ !( % *（#% $ #’）， （$）

其中 #% 是光照外区域内波源的周期，!( 和 #’ 代表

满足色散关系（’）的前一个波峰的波速和周期，!( 2 ’

指的是后一个波峰的速率，系数 * 可以从所录图像

中当一次波破裂发生时获得*
结合（’）式和（$）式，可得如下映射函数：

+()’ % +(（’ $ * , &）) *（#% $ #’），

其中 +( 2 ’ 1 !( 2 ’ 4 !,-.以及 +( 1 !( $ !,-. * 当 + 5 %，即

! 5 !,-.，发生一次波破裂* 在我们的实验中，* - & 总

是满足* 当 #% 6 #0，+( 2 ’总是大于零，波不会破* 然而

当 #%-#0，+( 2 ’的值就会接近零，从而波破裂发生*
因此，发生波破裂现象所对应的最小光强为 ",-. 1

（#% 4 #,-.）7 !，在实验大概等于 ’* "’8 7 ,$ * 一旦一

个波峰断了，自由端迅速萎缩且消失，就会使得下一

个波峰的速度立即达到最大值 +,(9 * 综上所述，最后

的迭代函数为

+()’ . . . . . . . . . . . . . . . . .

%
+(（’ $ * , &）$ !*#/，+(（’ $ * , &）$ !*#/ 0 %，

+,(9，+(（’ $ * , &）$ !*#/ - %{ 1
其中 ": 1 " 4 ",-. 是迭代函数的变量* 从实验数据中

多次测量可得各个参数的平均值如下：2 1 $* & ;
’% 4#/, 7 <$，! 1 $%* &<（87 ,$）4 ’，* 1 ’* $ ; ’% 4# /, 7
<$，+,(9 1 &* = ; ’% 4"/, 7 <，其中 * 和 +,(9有 $%> 的误

差，其他的大约为 &> *
图 # 显示的是随着 ": 的增加，出现 34 3 $ ’（3

,$）的锁频现象时不同 3 时的稳定迭代轨道* 举例

来说，在图 #（/）中，沿着对角线有 " 个稳定的迭代

点，分别对应 " 个不同速率，其中 ’ 个是 +,(9 * 在

+,(9之前，存在 ’ 个小于零的波速，对应着 ’ 个不稳

定的波峰，这就是为什么我们看到了 #3 " 的锁频现
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图 !" 稳定的迭代轨道（ 虚线所示），迭代函数（ 实线所

示）以及对角线（ 点线所示），锁频比例如下：（ #）$% $；

（&）’% !；（(）!% )；（*）)% +

象，即当 ! 个波峰越过边界时，只有 ) 个能存活, 接

下来我们可以计算当从 )% + 到 +% $ 转变发生时所对

应的光强 !*$，!% ) 到 )% + 时的 !*+，以及 ’% ! 到 !% ) 时

的 !*)，结果如下：

!*$ "
#-#. $ $( )%

&
!%

，!*+ "
#-#. $ $( )%

&
+

!%［$ ’ $ $( )%
&

］
，

!() "
#-#. $ $( )%

&
)

!% $ ’ $ $( )%
&

’ $ $( )%
&[ ]+ ， （)）

代入参数值，得到 !*$ / $, +)0 1 -+，!*+ / 2, !+0 1 -+

以及 !*) / 2, $30 1 -+ , 这些结果画在图 )（#）中，大

致上与实验数据吻合,

!" 讨论与结论

尽管当 !* 4 !*$时在图 ! 中可以观察到 +% $ 的锁

频现象，但是我们无法估计完全抑制波传播所对应

的光强的上限值，因为稳定迭代轨道中只有 #-#. 和

2, 而且在图 )（&），尽管我们可以从理论计算出速

率，但是对 +% $ 锁频现象在理论值和实验值之间存

在较大的差别, 因此我们认为线性迭代函数也许不

适合这个区域，甚至还应该考虑非线性作用以及极

限速率依赖于光强的关系,
所观察到的现象也可以看成是锁模现象，即是：

当系统控制参数发生变化时，系统选择了一个特殊

的本征模式或态, 这是因为系统的色散关系表明这

个空间延展系统中存在大量的本征模式，当固定了

初始的入射周期时，当改变外界光强时，)* ) $ $（)
,+）的共振态被选择了出来, 如果改变入射周期

时，可以看到类似于 56789:* 舌头的共振区, 进一步

利用 ;6<=87#>86 模型进行具体的理论和数值模拟结

果将出现在以后的文章中［$+］，而且还发现扩散系数

的改变也将影响共振结构,
总之，我们在空间延展的光敏 ?@ 反应系统中

实验观察到随着外界光强的增强系统中的波存在 )
* ) $ $（),+）的锁频现象, 通过依赖于外界光强的

色散关系的临界点附近的波的传播行为，我们构建

了一个映射函数，获得了表征锁频现象的魔鬼阶梯，

并且发现理论计算与实验数据大致吻合,
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