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量子相变与几何相位!
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摘! 要! ! 量子相变是凝聚态物理中的重要研究课题，而几何相位的发现是近几十年来量子力学中的重要进展，它

们毫无关联地各自发展- 但最近的研究表明，它们之间有密切联系：多体体系基态的几何相位在量子相变点附近具有

标度性；不可收缩的几何相位可用来作为量子相变的标志等- 文章将介绍最近在量子相变和几何相位的关系方面的

研究进展，并用 56 自旋链模型来详细说明- 这些结果应会吸引凝聚态和几何相位领域工作的研究人员的关注和兴

趣-
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’! 引言

量子相变是凝聚态物理中最重要的研究内容之

一［’，$］- 普通的热力学相变是指在有限温度下发生

的由于热力学涨落而引起的系统整体性质的改变-
而量子相变是发生在绝对零度并由量子涨落驱动产

生的相变- 在相变点附近，体系的外参数有很小的改

变就能导致体系的物理性质有本质改变- 近年来引

起广泛研究的量子相变例子有高温超导体中因掺杂

引起的相变，光子晶格中观察到的超流 M SC)) 绝缘

体相变，量子霍尔效应及量子磁性材料等- 另一方

面，相位因子可以认为是量子力学中最重要和最本

质的概念之一，是所有量子相干现象的基础- 相位因

子近几十年研究的重要进展之一是由 TABBF 发现几

何相位的经典文章［"］引发的- TABBF 发现，当体系的

哈密顿量在参数空间中绝热循环演化时，除动力学

相位外，波函数还会积累一几何相位- TABBF 发现的

绝热几 何 相 位 及 其 推 广 已 被 证 明 在 包 括 量 子 计

算［O］和凝聚态物理等的物理学各个领域有重要应

用［#—U］-
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量子相变和几何相位各自都是物理学中的重要

研究课题，但两者之间的密切联系只是最近才被发

现& .//0 年，剑桥大学的 1*23((3 和 4*+!35 指出，自

旋链中的几何相位和量子相变有密切的关系［6］& 特

别是他们发现在 77 自旋模型中，当参数空间中的

回路足够小时，基态和激发态的几何相位差当且仅

当在量子相变点是非平庸的& 进一步，他们提出这个

特性可作为判断量子相变发生的标记& 这些工作为

量子相变和几何相位两个重要课题之间架起了桥

梁&
我们最近发表的文章［8］在上述工作基础上作

了进一步的研究：（9）发现基态的几何相位及其微

分的特性是更好的量子相变标志& 指出不可收缩的

基态几何相位本身也可作为量子相变点的标志；这

个结果被 :*;;* 在几乎和我们同时但独立地发现，

并给出相当普遍情况时的证明［9/］&（.）1*23((3 和

4*+!35 的研究方法有很大局限性& 以 7< 自旋链为

例，7< 模型中有两条相变线，他们的工作只能用来

解释其中没那么重要的三级相变线，很难用来解释

另一重要的二级相变线&（=）更有趣的结果是，我们

发现基态的几何相位在相变点附近具有标度行为，

并且相变的其他重要特性都存在于基态的几何相位

中&（>）给出了 ?@22A 曲率和相变的关系& 这个推广

说明在 7< 模型中发现的相变和几何相位的关系并

不是该系统的特性，而是多体体系的一般特征& 实际

上，几何相位与量子相变联系后面的物理图像是简

单清晰的：量子相变点附近的物理性质随参数的微

小改变而有剧烈变化，这来源于基态波函数在相变

点附近的突变；任何关于体系基态波函数的解析

“泛函”都可能在相变点出现奇异或标度行为& 因

此，这里讨论的体系基态波函数的几何相位出现上

述量子相变特征是很自然的结果& 但是，由于几何相

位在许多物理领域中的广泛应用，单独把它从一般

的体系基态波函数的解析“泛函”中挑选出来，研究

它和量子相变的关系仍是有意义的课题& 下面更详

细介绍这些结果&

.- ?@22A 曲率和量子相变

下面考虑一个哈密顿量是!（! ）的量子多体体

系，! 是无量纲的耦合常数" 一般情况下，该体系的

基态性质都是参数 ! 的光滑函数" 但是，可能存在

某些特殊的点 !+，在零温时，基态的某些物理性质

在 !+点是非解析函数& !+ 就是量子相变点& 量子相

图 9- 多体体系的能级示意图（*）基态能级在 !+ 点和激发态能

级简并；（B）基态能级和激发态能级在 !+ 点避免简并& 从相变角

度来看，!+ 是可能的量子相变点；从几何相位的角度来看，!+ 点

的 ?@22A 曲率是发散或极值点

变的重要特点是，非解析性质只发生在基态和激发

态的能级简并或避免简并点（ 图 9）& 同样考虑一个

一般的多体量子体系的几何相位& 体系的哈密顿量

因参数 ! 依赖于时间而随时间变化& 体系的波函数

随时间的演化由薛定谔方程描述& 瞬时本征波函数

可由方程!（!）*#（!）〉$%,（!）*#（!）〉决定，这里

*#（!）〉是哈密顿量 !（!）的本征值为%,（!）的本

征函数& ?@22A 在他提出几何相位的经典文献［=］中

证明，对某一本征态的波函数，如我们这里最关心的

基态波函数*&〉，当哈密顿量随参数的变化在参数

空间演化一闭合回路时，基态波函数积累的几何相

位可表示成参数空间中 ?@22A 曲率的面积分，其中

?@22A 曲率 ’C（!）定义为：

’C（!）$ D;&
#/&

〈&*

!

E!*#〉〈#*

!

E*&〉

（%, ( %C）
. ，

（9）

这里的分母清楚表示 ?@22A 曲率在参数空间的能级

简并点一般是发散的，另外在能级避免简并点往往

取极值& 量子相变通常发生在基态和激发态能级的

简并点或避免简并点，而这两种能级结构在 :)(B@2"
空间有特殊的几何性质，并能在对几何相位的研究

中反映出来& 几何相位可用 :)(B@2" 空间的 ?@22A 曲

率积分来表示，因此，?@22A 曲率发散或极值点往往

也是量子相变点& 这表现了几何相位和量子相变的
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密切关系- 45667 曲率本身是规范不变量，是物理可

观察量，但实验上一般测量的不是 45667 曲率，而是

几何相位- 因此，下面我们用一维 89 自旋链为例来

讨论量子相变和几何相位的关联- 89 模型有精确

解，同时又复杂到有非常丰富的结构，是一个用来检

验新物理思想的很好基准-

"! 89 自旋链模型

89 自旋链模型是在外场下由 ! 个自旋 ’ : $ 粒

子组成的自旋链- 自旋链中最近邻的粒子之间有相

互作用- 系统的哈密顿量由下式表示：

" # $&
%

& # $%

’ ’ !
$ "(

& "
(
&’’ ’ ’ $ !

$ ")
& "

)
&’’ ’ #"( )*& ，

（$）

这里 % #（! $ ’）+ $，"$
&（$ # (，)，*）是第 & 个自旋粒

子的泡利算符，参数 # 表示沿 * 轴方向的磁场强度，

! 代表了 (,) 平面中相互作用的各向异性- 89 模型

包含了两个应用广泛的自旋模型：! ; ’ 时被称为

<=03>模型；! ; % 时被称为 88 模型（各向同性的 89
模型）-

89 模型中的量子相变在参数（!，# ）空间中分

为两个区域：（’）由 ! # %，#0（%，’）描述的三级相

变线段；（$）#- ; ’ 给出的二级相变线- 对不同的各

向异性参数 !，#2 ; ’ 描述的相变线还可分为两种不

同的相变普适类- 临界性质可由临界指数来刻画，其

中最重要的临界指数 ! 由关联长度 % 在临界点附近

的渐近行为来决定：即 % .*# $ #2*
? & - 当 !/% 时，

#2 ; ’ 相变线属于以 & ; ’ 为特征的 <=03> 相变普适

类；当 ! ; % 时，#2 ; ’ 相变点是以 & ; ’ : $ 为特征的

88 相变普适类-
为了更方便地研究 89 模型的几何相位，我们

引入绕 * 轴 旋 转 ’ 角 度 的 新 哈 密 顿 量，即 "’ #
/’"/

’
’ ，这里 /’ # "%

& # $%5@*（ 0’"*
0 + $）- 因体系的能

谱（见下面定义的 (1，(’）不依赖于参数 ’，故由哈

密顿 " 和 "’ 描述的体系的临界性质是一样的- 通

过 AB6C13DE0>356 变换，89 自旋链可完全等价成一

维无自旋且无相互作用的费米子体系- 后者的哈密

顿量为 " #& 1
(1（-’

1 -1 $ ’），其中 - ’
1 和 -1 分别是

费 米 子 的 产 生 和 消 灭 算 符， (1 #

［# $ 2B=（$#1 + !）］$ ’ #$ =03$（$#1 + !! ）是 第 1 费

米子的能谱，1 的取值从 $ % 到 %2 体系的基态*3〉

是费米子的真空态，由 -1*3〉; % 表示- 当参数从 %

到 # 变化时（注意到表示式 /’ 中的 ’ : $，实际上在

参数空间中该变化已形成一闭合路径），用计算几

何相位的标准方法，可算出基态波函数会积累下面

的几何相位因子［F］：

! ! ! ! ! )> # #
%&

%

1 # ’
（’ $ 2B=*1）， （"）

其中 2B=*1 #［2B=（$1# + !）$ #］+ (1 2 )1 1 #（’ $
2B=*1）可看作 1 费米子的几何相位，是演化时参数

空间中的轨迹（*1，’）的立体角2 但要研究量子相变

时，我们需要知道热力学极限时（!+4 ）几何相位

的性质- 把（"）式中的求和（’ + %）&%

1 # ’
换成对 +

1 $#5 + ! 的积分（’ + #）2
#

%
C+ ，可得到热力学极限

时的几何相位表达式为

)> # 2%
#
（’ $ 2B=+ $ #

(+
）C+2 （G）

G! 89 自旋链模型中的量子相变和几

何相位

为了清楚地表达量子相变和几何相位的关系，

我们计算了几何相位及几何相位对 # 的微分- 计算

结果中有两个性质值得特别注意：（’）在整个 89 模

型中，沿相变线 #2 ; ’ 几何相位的微分都出现异常，

表现出清楚的非解析性特性-（$）88 模型中除文献

［F］中给出的基态和激发态的不可收缩的几何相位

差可作为量子相变的特征外，基态本身的几何相位

也起相同作用［H，’%］，这里不可收缩性是指即使在

（ !2B=’，!=03’ ）空间中，!+% 的回路的几何相位也

是非平庸的［F—’%］-
我们进一步用有限标度理论［’’］来研究几何相

位在相变点的临界性质- 有限标度理论是一种可以

用有限尺寸体系的数据来计算热力学极限时的临界

指数的方法- 我们先用它来计算 <=03> 模型的临界指

数- 不同自旋粒子数且 ! ; ’ 时的微分 C)> : C# 如图

$ 所示- 在自旋粒子数 ! 有限时，微分 C)3 + C# 并没

有真正的发散，但在 #2 ; ’ 附近的异常（尖峰）很明

显，并且异常的高度随粒子数的增加而增加的趋势

在图 $ 中也很清楚- 尖峰的位置 #I 可被称为赝临

界点［’’］，它按 ! ? ’- F%" 的趋势趋近临界点，在 !+4
时的极限是 #2 - 图 "（J）是微分 C)> : C# 在 #I 点的

值随粒子数的对数 /3（!）的变化图，图中的数据点

都分布在一条直线上，这表明该微分的值随粒子数

的增加而呈对数发散，并且可表示成为：

·!"#·

研究快讯



!""#：$$%%%& %’()& *+& +,- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 物理

.!/

."*"!$ #0 (," # +1,2"$ （3）

其中 #0 4 5& 6070& 另外，82),/ 模型的微分 .!/ 9 ." 在

粒子数无穷大时的值可解析得到，在相变临界点附

近的渐近形式可由下式表示：

.!/

." $ #7 (,*" % "&* # +1,2"$ （:）

其中 #7 4 ; 5& 6076& 根据对数发散时的标度假设，

比值 #7 ’ #0 即是临界指数 $［00］& 因此，图 6 的数值计

算结果表明，由 82),/ 模型的微分 .!/ 9 ." 给出的临

界指数 $ < 0，和众所周知的结果一致& 另外，根据标

度理论，通过适当变换后，不同的粒子数 " 的数据

会重合成同一条曲线& 我们的计算证实了这点&

图 7- 82),/ 模型中的微分 .!/ 9 ." & 曲线对应于不同的

自旋粒子数 " 4 70，050，350，0550，= & 随着粒子数的增

加，最大值变得越来越尖锐& 插图显示赝临界点（ 微分

.!/ 9 ." 最大值）的位置 "> 随 " ; 0& ?56 的形式趋向临界

值 "+ 4 0

量子相变理论的基石之一是普适性原理，该原

理是指临界行为仅由体系的维度和序参量的对称性

决定& @A 模型中在参数 %0（5，0］时是属于由临界

指数 $ ( 0 为特征的同一普适类$ 为验证普适性原理

在这个模型中仍适用，我们计算了不同参数 % 时的

标度性质，发现渐近行为仍可由（3），（:）式表示& 这

里仅举 % 4 5& : 时的结果为例证& 在 % 4 5& : 时的计

算结 果 如 图 6 所 示，其 中 #0 < 5& 376B，#7 <

图 6- （*）赝临界点 "> 的微分 .!/ 9 ." 值随粒子数的变

化图& % ( 0 和 % ( 5& : 时 的 斜 率 分 别 是 5& 6070 和

5& 376B；（C）热力学极限时微分 .!/ 9 ." 以对数发散形式

趋近临界值& % ( 0 和 % 4 5& : 时的斜率分别是 ; 5& 6076

和 ; 5& 376?& 图（*）和（C）中相同参数 % 的斜率比值的绝

对值给出了临界指数 $ < 0& 不同参数 %（/5）的临界指

数相同是临界现象的普适性在 @A 模型中的体现

; 5& 376?& 进一步，在适当的标度下，% 4 5& : 时不同

粒子数的数据也会重合成同一条曲线&
和 %/5 时 情 况 不 一 样，@@ 模 型 中 的 微 分

.!/ 9 ." 发散性质属于不同的临界普适类型& 几何相

位的标度行为可以直接从热力学极限时的几何相位

的解析表达式 !) ( 7! % 7*D++12（"）得到& 直接微

分该式得到 .!/ 9 ." ( !; 7（0 ; "）; 0 9 7（"+0 ; ）& 从

这里可直接得到 @@ 模型中的临界指数 $ 4 0 9 7& 总

之，上述结果表明，@A 模型中基态的几何相位具有

临界现象的所有主要元素&

3- 未来研究方向的展望

（0）上面阐述了 EFDDG 曲率和量子相变的关

系，在 @A 模型中，发现几何相位在量子相变的临界

点附近具有标度行为& 后者有理由在一般多体体系

中普遍成立，但没有证明& 如能更严格地证明几何相

位的微分在一般量子相变体系中成立，那么，这将是

这方向有意义的进展&（7）研究量子相变的其他几

·!!"·
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何结构- 本文的结果表明，量子相变点在 40/567) 空

间中的 86779 曲率有特别性质- 是否 40/567) 空间中

其他的几何量也能反映量子相变的特性呢？这方向

在最近有一研究结果- 意大利的 :1317;0 和 <1.3=>?@
02 发现［’$］，不同参数的基态波函数的重叠度可以用

作量子相变的指标：该重叠度在量子相变点会显著

减小，并且在相变点会是正交的- 他们发现基态波函

数的重叠度在量子相变点附近也具有标度行为，并

也可以算出类似本文讨论的相变临界指数- 这里的

物理图象和几何相位与量子相变的关系类似：量子

相变点附近的物理性质随参数的微小改变而有剧烈

变化，此变化来源于基态波函数在相变点附近的突

变，因此，在相变点附近，即使是相隔微小的两组参

数的基态波函数也会正交（或趋于正交）-（"）现在

的研究还主要局限在 AB 模型（主要是因为该模型

有精确解，便于研究），研究其他统计模型中量子相

变和几何相位的关系或讨论可行的实验方案去验证

这些关系也是很有意义的方向- 最近就有人讨论了

C02=6 模型中的相关问题［’"］- 不过，在讨论一般体系

时会遇到一个困难：计算体系基态波函数的几何相

位的普通方法中要先知道基态波函数，而这本身是

研究多体体系中最困难的问题- 在自旋波动力学研

究中，不必写出体系的基态波函数，就可以直接计算

出 86779 曲率［’D］- 能否在一般体系中发展出一套类

似不必调用基态波函数就能计算出几何相位的系统

方法可能是相关问题的解决关键- 目前，我们正在从

事这些研究-
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失重条件下的气泡坍缩

最近位于瑞士洛桑的 ]<IX 实验室的 <- T>56/ 博士和他的同事们对单个气泡的行为开展了一系列的工作，特别是研究气

泡在平坦或弯曲表面下的坍缩- 他们希望能观察到球形水滴内气泡是如何与球表面发生作用的，但非常遗憾，在实验室条件

下无法做到，由于水滴的大小是厘米量级，所以在重力的影响下，液气的界面成为一个平坦的表面- 为此他们将实验安置到欧

洲空间通讯飞船（ ].7>*613 M*126 YS6329 107271K) ）的船舱内，因为飞船在上升与下降的飞行过程中有将近 $% N 的失重时间-
可以利用这段时间进行失重条件下的气泡坍缩实验-

实验的具体步骤如下：先通过一个特殊的管子缓慢地排出水滴，再利用安放在水滴内的二个薄电极产生火花放电，让水

滴内生成气泡- 在微重力的条件下，他们得到了厘米量级的球形水滴，并用高速 RRC 摄像机将过程记录下来- 通过这项实验，

研究组获得了几个意想不到的结果，他们发现气泡并不是在水滴的中央生成，而是在一侧，其次发现气泡的坍缩具有螺旋对

称性，最后还看到当气泡从水滴中逃逸时会形成两注方向相反的射流- 这是科学家们第一次能看到由气泡所引起的射流是如

何从稳定的流体中喷射出来的- 除此以外，研究组还注意到有亚毫米大小的微小“ 喷雾”存在，这种喷雾常出现在空穴化现象

中- T>56/ 等科学家们认为，由于溶解在液体的空气以及微量的杂质中，在火花放电和激波的作用下才形成了亚毫米气泡，这

些亚毫米气泡正是空穴化的本身- 所以研究组进一步从理论上测算激波的能量和气泡在小体积内可存在的寿命等问题-
这组新的实验和计算结果与工业系统有很大的关系，同时也会对超新星的球形坍缩与激波在流体球内传播状态间的关

联给出新的启示-
（云中客! 摘自 <(9N021/ W6?06, X6))67N，’ M6*)- $%%&）
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