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晶体中隐含的半群结构

陈! 难! 先
（清华大学物理系! 北京! 3%%%45）

摘! 要! ! 序列性和莫比吾思反演已应用到物理中各类逆问题，诸如黑体辐射逆问题、比热逆问题和各类费米体系

逆问题, 文章要介绍这种方法对提取体材料中原子相互作用势的结合能逆问题的应用，以及对提取界面两侧原子间

相互作用势的界面粘结能逆问题的应用, 这些方法的关键是要发现对象体系中的半群结构,
关键词! ! 晶体，半群结构，逆问题
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! ! 在物理世界中处处都有对称和序列性, 事实上，

物理系统内在代数结构的发现是十分重要的, 例如，

群对称就是物理应用多样的抽象代数中最老和最丰

富的分支之一, 在固态物理中晶体的空间群提供了

许多对固体电子论的重要结果，如布洛赫波和能带

论, 这里考虑固体中一些其他对称和序列性,
比群更一般的概念是半群，半群中的元素一般

没有逆元素存在, 尽管半群在数学中极有用，但它在

物理中相对来说还是相当新的，而且没有多少应用,
本文企图揭示固体中的半群结构及其对原子间

相互作用势的应用，这对分子动力学及其重要, 为简

便，讨论从简单的方格子开始,

3! 简单低维体系的结合能逆问题

假定一个单原子晶体的结合能可以表示为对势
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此中 : 是最近邻距离，! 是晶格格矢量，!（ %）是对

势，>（(）表示以 : 为单位的第 ( 近邻距离，%（(）是

配位数? 二体近似在多数情况下还是可接受的? 晶体

结合能逆问题是要由实验或计算中的结合能曲线

9（:）中提取原子相互作用势,

8, 85 一维原子链

对一维原子链，方程（3）可表示为
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依数论中 BCD/-E 反演定理［3］，解应是
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这里的反演系数 "（(）是
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上式表明反演系数 "（(）只取 B 3（当 ( 为相异素数

之积）和零（当 ( 含重复素因子）, BCD/-E 反演公式

对物理学已有重要应用如在比热逆问题上统一了爱

因斯坦和德拜的解［$—5］,

89 :5 :; 方格子

对图 3 所示方格子，（3）式成为
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此中&$ & )%&是复整数& 相应的逆问题是根据方

格 子结构｛!｝和经验的或第一原理的结合能曲线

!（"）提取 !（’）( 把（1）式改写成
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此中系数易用计算机得出（用初等数论也可导出）&

图 .- 二维方格中等距离点分布

考虑到任何两个复数之积仍为复数，
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即有对任何正整数 . 和 *，必存在 / 使

,（.）,（*）# ,（/）， （5）

换言之，｛,（*）｝相对于乘法是封闭的，或 ｛,（*）｝

构成乘法半群& 因此方格子结合能逆问题的解可写成
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相应反演系数 7（,）可用递推得出
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这里 ,（*）1 ,（/）意指 ,（/）2 ,（*）’｛,（*）｝( 以上

说明半群性质 ,（.）,（*）# ,（/）在解逆问题时的重

要性&

/- 任意三维格子结合能逆问题

!" #$ %& 简格子

这时（.）式仍有效，
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- - 变化的是 ｛,（*）｝，表 . 列出正方格子前 10 个

［,（*）］/ 值，由此看出，所谓的半群不再成立( 例如

对 . # 8 和 * # 1，就找不到一个 / 使 ,（/）# ,（8）,
（1）( 同样，也找不到 / 使 ,（/）# ,（8）,（./）# 8 9
. 8 或 ,（ /）# ,（ 1 ）,（ .4 ）# 1 9 .6 ⋯ ( 换 言 之 ，

｛:（,）｝对乘法不再封闭& 凡方程（.）不好解&

表 .- 正方格子前 10 个［,（*）］/ 值

. / 8 ; 1 2 5 6 .0 ..

./ .8 .; .2 .4 .5 .6 /0 /. //

/; /1 /2 /4 /5 /6 80 8/ 88 8;

81 82 84 85 ;0 ;. ;/ ;8 ;; ;1

;2 ;5 ;6 10 1. 1/ 18 1; 12 14

!" !$ 任意 %& 晶格

对一般晶格，上述不再封闭的情况更明显& 但我

们发现，任意一个三维晶格中都存在隐藏的半群结

构 ，方 程（ . ）的 解 决 并 不 困 难［1，2］& 事 实 上 ，在

｛,（*）｝中元素间进行不断的相乘运算，即可把对乘

法不封闭的集合拓展成对乘法封闭的集合｛3（*）｝(
即对任意 . 和 *，必存在 / 使 3（/）# 3（.）3（*）(
这时，结合能方程变为

!（"）# .
/$

)

* # 0
’（*）!（3（*）"）， （.8）

此中
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注意，为了从结合能解出原子间势，（.8）式和（.）式

没有任何区别& 但（.8）式揭示出任意晶格中内在的

隐藏的一种半群性质，它对解决上述这类逆问题十

分关键& 有了半群结构，（.8）式立刻可写出为
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此中反演系数 0（*）满足
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（.8）—（.2）式宜用来提取不同化学键合材料中的

原子 间 相 互 作 用 势& 由 此，稀 土 金 属 间 化 合 物 如

<=>,5?;，（<=. @ "AB" ）/CD.1& 1 E.& 1，F/（CD，?)）.4 C"，

F8（GH，?）/6，?!.?*（.I* J 4I8，/I.，.I.，8I1，.I/，

.I8，.I1，.I2，/I.4）已有成功计算［4—..］& 同时，多

种半导体化合物、离子晶体和过渡金属碳氮化合物

K(<，L*<，7,<，L*KM，<*C(，NC(，F:C(，CB4C8，

>,4C8，GH4C8 的高压相变和物性均可计算［./—.4］&

·’(%·

清华物理 50 年



! "# 卷（$%%& 年）# 期! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ’(()：**+++, +-./, 01, 12

"! 界面粘结能逆问题

大家知道，材料的空间群由于界面的存在而大

大降低, 但从半群分析，人可发现不少新的有用的结

构, 以二维界面结构为例（图 $），理想界面的粘结能

!（"）与界面间距 " 的关系可表为
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此中 ! 为界面两侧原子相互作用势，* 和 + 分别为

匹配界面两侧的纵向晶格常数，* 为横向晶格常数,

图 $! 简单二维界面示意图

为方便，（35）式可分成两段
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第一步：从（37）式 即有
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第二步：（3#）式可换成
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因此有
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这里反演系数满足递推关系
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在后的解为
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上面我们又一次得到了一个出乎意外简单的原

子相互作用势的, 与前面基于乘法半群结构不同，这

回是基于界面系统内在隐藏的加法半群结构, 类似

方法已用于解决金属 8 陶瓷体系的界面稳定性、失配

界面位错、表面团镞结构等有趣问题［35，36］,

7! 结论与讨论

除了物理系统的群对称外，系统的半群结构也

有重要意义，特别对凝聚态物理中的一大类逆问题

而言, 值得指出，若对集合中元素都再加上逆元素常

常会大大增加元素分布的稠密度, 例如，全体自然数

的集合相对于乘法构成半群，若加上与逆运算（ 除

法）对应的逆元素，则所有有理数就要被卷进来，元

素的 可 数 性 与 序 列 性 就 破 坏 了，数 论 中 有 关 的

9:;/<-= 反演也就淡不上了, 最后，在物理研究中能

对物理体系内隐含的代数结构多作研讨可能是很重

要的,
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