
!""#：$$%%%& %’()& *+& +,- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 物理

量子绝热定理（ ..）：近似和适用条件

李- 华- 钟
（中山大学高等学术研究中心- 广州- /0123/）

摘- 要- - 文章首先概述了近年国际文献中关于量子绝热近似和绝热条件的不自洽性的研究&叙述了文献中关于绝
热近似不自洽性的论证和争论&然后引入文章作者的观点，从不同于国外文献的角度出发指出应当正确地理解瞬时
本征函数的相位问题，从这个相位的正确处理，得出结论：（0）45不自洽的存在，不因计及几何相位而消除；（2）量子
几何相位不自洽是不存在；（6）现时的标准的绝热近似条件不是充分条件&
关键词- - 量子绝热近似条件，量子绝热近似不自洽，量子几何相位
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0- 引言

绝热过程是物理系统的一个有着广泛的现实应

用的过程，它的研究在量子理论建立的初期起了重

要的作用&在量子力学建立后也有很广泛和重要的
应用&量子绝热定理自 0M26 年建立以来，至今 N1 余
年已经过许多研究和应用［0］& 但是令人讶异的是直
至最近（211O 年）却有人发现，一般教科书和应用文
献上开出的量子绝热近似的适用条件存在很大的漏

洞，它并非普适可用，它可能导致量子绝热定理不自

洽的结果［2］&量子绝热定理和量子绝热近似是不应
混淆的两个概念，在本文作者的另一篇评述中［0］已

经强调阐说了&最近的国际文献用具体计算证明通
常的所谓标准的量子绝热近似条件，不保证量子绝

热近似的成立&这一发现引起了热烈的讨论［6—3］，在
应用这一近似时，一般满足了标准的量子绝热条件，

并不意味着绝热定理就能够作为近似应用得到正确

的结果&相反地有时会导致不自洽和不正确的结果，
现行共识的量子绝热条件不是绝热近似的充足条

件&
参考文献［2］（记为 45）是最先指出绝热近似

引致不自洽，其后，文献［6—3］都作了重新的分析
和略有不同的推导& 文献［6］用略有不同的推导宣
称 45的不自洽性的出现是由于不恰当地处理瞬时
本征态&文献［O］指出，在文献［2］推导中，有关 P>?9
?F相位的不正确的陈述，文献［O］作了分析和改正，
文献［2］又宣称 45的不自洽性是可以化解的，但却
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又存在另一种不自洽性，认为在严格的绝热条件下

导致 45667几何相位为零-文献［8］用另一种推导方
法证明 9: 不自洽性，原因是通常的量子绝热条件
不是充分条件-这个不充足的条件不保证近似所要
求的假设能满足-文献［#］指出文献［$］和文献［8］
两种表述是等价的- 文献［&］给出用微扰方法分析
导致绝热近似条件的不充足性-与上列文献不同，文
献［;—’%］认为 9:不自洽性实际上并不存在，只不
过是由于 9: 在推导中的一个数学上的错误所致，
与绝热定理和它的应用无关’）- 文献［’’］宣称可以
引入新的绝热近似充足条件- 文献［#］也引入新的
绝热近似条件，它是充足的，不会导致 9:不自洽-
综合可见，关于绝热近似条件的争论有如下一

些问题：

（’）是否真正存在 9: 指出的不自洽性？这一
不自洽是否可以被消除？

（$）标准的量子绝热近似条件是否是绝热近似
的充足条件？

（"）除了 9:不自洽之外，是否还存在量子几何
相位的不自洽性？

以下各节我们讨论这些问题，并阐说本文作者

的观点-
我们强调，量子绝热定理本身不存在问题，定理

和近似概念上早已清楚［;—’’］-近年来量子计算研究
快速的进展，提出了基于量子绝热定理利用量子态

绝热 演 化 过 程 来 完 成 量 子 搜 索（ <.13).=
>5162(）［’#］- 这使得在应用量子绝热定理时，操作量
子绝热近似，正确运用近似的适用条件成为十分重

要-
本文要说明上面所讲的新近“发现”及其引出

的讨论，文献［$］等举出的例是具体显示了绝热定
理和绝热近似及其有关概念的混淆能导致错误的物

理理解-这对于量子力学的教学和应用的研究都是
很有意义-

’）! 其实用其他方法推导也可得到9:的不自洽性，例如文献［?］表

明不必用到文献［#］所批评的推导错误步骤也可得到9:结果-

文献［?，8，&］用另一推导论证文献［$］的不自洽性-

$）! 文献［’］投稿日期为$%%?年8月@日-该稿投出后，作者注意到文献

［$］，实际上文献［$］给出了文献［’］所阐说的区别绝热定理与绝热

近似的重要性的例子-文献［’］已说明通常的“绝热条件”’!" #

!$’.〈"（%）’&
·

’$（%）〉，$& "，被认为是略去 ’ ’
!
量级的项

的绝热近似最低阶次（绝热参数 "零阶）成立的条件-

"）! 请参阅文献［’］

$! 量子绝热定理和量子绝热近似

绝热过程，量子绝热定理的陈述在许多量子力

学的教科书都有详细的介绍［’$—’8］，有多种方式的陈

述文字，又有不同严格程度的表述-我们引用的是来
自经典量子力学教科书的陈述［’"］，它不是数学上的

严格表述，也没有全面地顾及定理先期要求的物理

条件-但是已足够凸显我们要说的问题-
首先，明确一下“绝热”的含义［’］，如果系统和

环境之间不存在能量的交换，这个系统是孤立的系

统，也自然是绝热的恒定系统，如果系统对于环境并

不完全孤立，在系统受环境的影响下，系统的状态随

时间变化，这时系统的时间演化过程，受含时间的哈

密顿&（ %）所驱动 - 或表述为一组依赖时间的参数
#A #’（ %）#$（ %）⋯# (（ %）⋯，&（#）-系统演化的绝热
过程就是当这环境驱动缓慢（十分缓慢，足够缓慢

这些用词都时常被一些作者用到）时实现的状态的

变化，这些用词可以公式表述为
!#
!% )

%，!&
!% )

%) 这

式子中的符号)应理解为左端的量是一个无穷小
量，其极限为零，但并不等于零，也不是一个有限大

小的小量，这叫做绝热极限，量子绝热定理是在这个

极限条件下成立的，如果
!#
!%
不是一个无穷小量而是

一个有限小量 "，这时并不是极限的情形，量子绝热
定理不是准确成立的，它还带有一些依赖 " 大小的
修正项，一般都忽略了这些修正，而应用绝热定理，

这时的绝热定理就只是近似的，这时称为绝热近似，

什么条件下可以忽略修正，这是绝热近似的的适用

条件-过去有些作者把这绝热近似的适用条件和绝
热定理成立的条件看成等同，而不觉得有什么实际

和计算上的错误，绝热近似条件看成是充足和必要

条件，文献［$］指出这个通常认定的绝热近似条件
并不是普适的，即使这个条件满足也并不保证绝热

近似成立-即绝热定理删略了的修正项不一定可以
忽略，这一点从概念上说完全可以理解，文献［’］已
经着重指出绝热定理与绝热近似两者概念上的区

别-文献［$］给出了具体的计算和一个存在的反
例$），说明如果把这两者视为相同就产生文献［$］所
说的“绝热定理之不自洽”- 实际上文献［$］所指出
的是当 "有限小，有时即使满足绝热条件，绝热近似
也不能适用-对于绝热极限下成立的绝热定理是没
有影响的-
量子绝热定理可以简单地陈述如下"）：在物理

绝热过程中，系统所处的初态是 &（ % B %）的本征态
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’!（ " . /）〉，从 " . / 起，系统随时间演化到 " # $ 时
就处于末态为 %（$）的瞬时为 $时的本征值的本征
态’!（$）〉，末态波函数为

’!"（$）〉# 01# & )/
$

/
’（" ( "）2[ ]"’!（$）〉& ) 3( )"

*

（3）

在绝热极限 "" +（" # 3
#
）下，) 3( )"

" /，

’!""+（$）〉# 01#［ & )/
$

/
’（ " ( "）2"］’!（$）〉*

（4）
当绝热变化虽是缓慢但变化率仍然是有限的大小，

此时如略去 )（ 3
"
）项便是绝热近似，一般认为绝热

近似成立的充分条件是

〈!（ "） !%
!"

,（ "）〉

’’! & ’,’
4 . 3，!& ,， （5）

此式为许多教科书所采用，被称为量子绝热条件，在

此条件下，量子绝热近似解为

!（$）0 01#［ & )/
$

/
’（ "）2"］’!（$）〉* （6）

从文献［3］我们认为，区别于绝热近似，绝热极限2$2"
"/ 是量子绝热定理成立的充足条件& 最新的文献
［ 4］提出需要注意之处，即通常所谓的绝热条件

’〈’!’
·

,〉(’’! & ’,’.3，（!&,），并不保证绝热
定理一定成立&这个条件因而也不足以保证可以把
量子绝热定理视作为绝热近似，这个条件也不是绝

热近似的充足条件&

5- 量子绝热近似条件的不自洽性

绝热过程演化系统的薛定谔方程为

) !
!"’!（ "）〉# %（ "）’!（ "）〉 （7）

（用 % . 3 自然单位），设 % 的本征值谱是完全分立
并且无简并的& %（ "）含时间，本来没有定态能谱，但
假如 %（ "）是缓变，则可以定义它的瞬时本征态（参
看文献［3］）：

%（ "）’!（ "）〉# ’!（ "）’!（ "）〉， （8）
设系统在初始时间 "/ 处于 % 的某一定瞬时本征态
为’’/（ "/）〉，它随时间演化由演化算子描述，可以
表述为由么正算子 -（ "，"/）的作用：

’!（ "）〉# -（ "，"/）’’/（ "/）〉， （9）

-（ "，"/）# $01# & )/
"

"/
%（ ".）2( )". * （:）

绝热定理在无限缓慢的绝热极限情形下给出（7）式
的解（ 2$ ; 2""/，见文献［3］）：

’!（ "）〉# 01# & )/
"

"/
’/（ ".）2[ ]". ’’/（ "）〉* （<）

如果过程是巡回（+=+()+）过程，

’!（$）〉# 01# & )/
"//$

"/

’/（".）2[ ]". 0)&01’’/（"/ / $）〉，

（3/）
$是由 "/开始演化一个巡回后的时间，

&01 # 1)〈’/（ ".）’
2
2"’/（ ".）〉2".， （33）

&>+是所谓几何相位，当不是巡回过程时，&/ 是一个

普通相位，没有物理意义，由于（8）式决定’’/（ "）〉
到一个任意相位，可以由’’/（ "）〉的相位变换消去
（见下面（45），（46）式叙述），（<）式也是（7）式的绝
热解，当过程不是巡回又不在绝热极限，即如果 2$ ;
2"是有限小的量时，保留 0)&/，

’!（ "）〉# 01# & )/
"

"/
’/（ ".）2[ ]". 0)&0’’/（ "）〉，

（34）

&/ # /
"

/
)〈’/（ ".）

2
2"

’/（ ".）〉2".* （35）

这里 &/ 不是几何相位，它早在 ?+!)@@ 的量子力学教
科书中讲过，在 A0%)B 和 C)0B0,@0(2的不变量方法解
薛定谔方程时导出过［:，33］，到 D0EE=认识到当巡回过
程时，它显示在一个巡回后波函数取得一个相位

（33）式，这个不是任意的，是有物理意义并可观测
的几何相位&把它保留下来是十分重要的&对于非巡
回过程，可以把 0)&/（可以）不写出&

F?［4］认为，他们证明了，如果认为满足条件（5）
式就能导出绝热定理或绝热近似下的（34）式的话，
那就意味着存在下面关系式：

’!（ "）〉# 01# & )/
"

"/
（ ".）2[ ]". ’’/（ "/）〉，（36）

然后由

’!（ "）〉# -（ "，"/）’’/（ "/）〉

# 01# & )/
"

"/
’/（ ".）2[ ]". ’’/（ "）〉 （37）

得

〈’/（"/）’-
/-’’/（"/）〉#〈’/（"）’’（"）〉* （38）

按么正性，规一化左端 . 3，但右端&3，因而（34），
（36），（37）式不自洽& 以上是形式推导得到的结
论，未具体解说这个不自洽结果的原因& F? 认为这

·!"·

评述



! "# 卷（$%%& 年）’ 期! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ())*：++,,,- ,./0- 12- 23

是由于作为绝热近似的（4）式略去了本来不应该略

去的项 ! ’( )! - 一般以为绝热近似条件（"）式足以

保证 ! ’( )! 项可以略去，但 56 用以下推演表明，事

实上并非如此-
假设一个么正变换

"78（#，#%）$#
%
9&0/##%’（#(）:#(’’%（#）〉〈’%（#%）’，（’&）

这个么正算子就是绝热过程的演化算子，它作用于

#% 初态，就得到 #时末态（（4）式）-
在此么正变换作用下，

)" )
*
$ & "+

78)（ #）"78 $ & 0"+
,-"
·

78 （’;）

)
*
$ &#

%
’%（ #）’’%（ #%）〉〈’%（ #%）’

& 0#
%
90/（’%&’.）:#〈’%（#）’’

·

.（#）〉’’%（#%）〉〈’.（#%）’/

（’<）
通常认为，满足了绝热近似条件（"）式，上式的第二
项是含有快速振动指数因子，当 - 大时，平均效果
可以视为零因子而略去此项，绝热近似就是略去与

（’<）式第二项有相同结构的项，成为

)
*
0&#

%
’%（ #）’’%（ #%）〉〈’%（ #%）’/ （$%）

这个 )
*
导致（’4）式，因而导致上述不自洽性，可见

不自洽的原因来自略去（’<）式第二项，亦即表示条
件（"）式并不保证绝热近似正确自洽- 56 论证（’<）
式第二项实际不是快速振动，不可略去-

56原文的推导［$］受到一些批评［#，&］，我们此处
所作的简化阐述，是参照文献［=］避去了受质疑的
步骤，但是仍然存在令人疑惑之处-例如把瞬时成立
的本征函数式推引出应用于全过程的类似薛定谔方

程，然后将它求解- 从这步骤导致不自洽的结果，正
是这个步骤将瞬时参数 #无端改变为动力自变量建
立方程的做法是成问题的一步- 虽然文献［$］中的
推导存在问题，但是仍然有文献［=］用另外的方法
论证 56 不自洽性确定存在，其原因是绝热近似条
件（（"）式）并不是充足条件，也就是说，即使满足了
这个条件，也并不保证绝热近似式正确成立- 可以
说，现时文献倾向 56不自洽的结论是正确的-下节
讨论这一问题-

4! 绝热近似条件并不是绝热近似的充
足条件

在讨论 56 不自洽性问题时，要区分绝热定理
和绝热近似［’］-绝热定理是过程缓慢的变化率 " 是
无穷小量，绝热近似是变化 " 虽小，但是是有限大
小/它与绝热定理差别在于末态波函数一个修正量
级为 "的一项，当应用绝热近似时，把这一项略去，
因此波函数的表式和绝热定理的末态波函数表式一

样，以致一般不从概念上加以区别- 从这个观点来
看，应该明确所谓 56 不自洽性问题不是出在绝热
定理，而是在绝热近似-
从物理的观点上看，绝热定理陈述的是当绝热

过程的全时间足够长，而在此时间间隔内，系统的哈

密顿量的变化很小，以致哈密顿量几乎没有变化，因

而初态在某一瞬时本征态时，以后在过程全时间内，

系统遵循留在各个瞬时本征态上，末态也就是过程

相应末端时间的瞬时本征态-这是合理的情况，绝热
近似下，系统有很小的变化率的效果，可以在过程时

间内导致对相邻近的本征态的跃迁有限的几率- 因
此绝热近似成立需要略去哈密顿的非对角元素，以

禁止跃迁，这哈密顿的矩阵是在 )（ #）的瞬时本征态
为基矢的表象下的矩阵，这个条件看来也是合理的-
但仔细分析它并非充分条件［=］，设想某二能级系统

的哈密顿写成 ) $ )% + )(，)( 为微扰部分，它的强
度虽小，但是它的快速周期振荡频率与 )% 的周期变

化频率共振- 如果 )(作用的时间够长，)(的效果不
断地积累，以致它的一次作用强度很小，相对于 )%

是一种微扰，但积累一定时间，可以驱动系统从 )%

的一个能级跃迁到另一能级，产生两能级间的跃迁，

这时绝热近似显然不正确，但（"）式依然是满足了
的，因为只需要微扰 )( 作用够弱，这样所谓绝热近
似条件，并不保证绝热近似（4）式的成立-
我们注意，这个论点并不影响绝热定理，因为区

分绝热定理与绝热近似时，绝热定理的充分条件是

无穷小的缓慢变化的绝热极限，排除快速的周期率

化，为证明这个物理理念［=］，假设两个物理系统

（1），（>），它们的哈密顿彼此以一个么正变换联系
"1（ #）：

)>（ #）$ & "1，#（ #）)1（ #）"1（ #）， （$’）
"1（ #）是系统（1）的演化算子，系统（1），系统（>）都
满足绝热近似条件（（"）式）；文献［=］证明，对于系
统（1），绝热近似是正确的，而对于系统（>），绝热近
似未必成立，虽然两者满足相同的绝热近似条件，但

两者的绝热近似解却并不同时成立，因此绝热近似

条件并非充足条件，它不保证绝热近似的正确成立-
在本文引述的有关参考文献中，大都举出一些具体
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的例证，例如自旋为
.
/ 的磁子在转动的磁场中的运

动这类经典的系统，读者可参阅引文文献［/—0］&

0- 绝热定理和相位不自洽

哈密顿为 !（ "）的瞬时本征方程（（1）式），只能
决定’#（ "）〉到一个不定的相因子，!（ "）不含对 "的
微商算子，’#（ "）〉和 2)!#（ "’#（ "）〉同样满足本征方
程（1）式，同样是 !（ "）的瞬时本征函数& 对于这个
不定相位，看来参考文献存在一些含糊和误解，由于

这些误解导致从量子绝热近似的不自洽性引出量子

几何相位的不自洽性［3—0］& 我们先讨论本征函数相
位的一种习惯约定［4，..］，详细讨论请参阅文献［4，
..］&
薛定谔方程的一般解写成

"（$，"）%#
#

&#（ "）’#（$，"）25# ( )
) /

"

6
*#（ "+）7( )"+ ，

（//）
在这线性叠合中，’#（$，"）的相位须有一规定，有物
理意义的是两项间的干涉，是两项的相位差& 事实
上，量子力学建立后，在 8299: 以前，人们对选定函
数 ’#（$，"）的相位问题，早有一个习惯性的如下约
定［4，..］：，设对 ’#（$，"），有

!（"）% )/〈#’#
·
〉7"，（〈#’#

·
〉2/’!# !

!"
’#7

3$）,

（/3）
作了上述选定后，新的本征函数（由于瞬时本征方

程（1）式有一个任意常数相位的不确定性，这使我
们总可以添加如下相因子，以选择新的本征函数）

’+#（$，"）% 2)!#（ "）’#（$，"）
的相位便确定为零了，因为这等于约定了新本征函

数的相位，使它们总是满足

!+#（ "）% )/〈#+’#
·
+〉7" % 6，-〈#+’#

·
+〉% 6

（/;）
这约定使一套本征函数 ’+#（$，"）的相位恒固定取为
零，这种取定是一种习惯约定，因为人们认为这并没

有任何引入额外的物理可观察的效果& 一次定义了
全套本征函数的相位，约定予以最简单的零相位，

8299:以前的几十年来人们遵循这一约定&
我们在本文第 /，3，; 节中的瞬时本征函数，都

假定采用了上述的相位惯约，特别是在（;），（<），
（./）式绝热过程的末态波函数的式子中，没有一个

待定的相位因子 2)!（ "）& 这点同文献［/—0］不同，他
们在相应的式子中明确地写出一个据称是 8299: 相
位因子 2)#’（ "），例如：

’"（ "）〉) 25# ( )/*#（ "+）7[ ]"+ 2.##（ "）’#（ "）〉,

（/0）
从我们在本节开始的分析中知道，对于非巡回过程

2)"’（ "），这个因子可以并入’#（ "）〉的相位中去，它不
是 8299: 相位因子，只有对于巡回过程，在一个过程
演化一个巡回之末态波函数的末态波函数才可能有

一个非平庸的几何相位因子 ##（/）;）：

’"（0）〉% 25# )/
"610

"6
*#（ "+）7[ ]"+ 2)!#（0）’#（ "6）〉,

（/1）

;）- 非巡回过程的几何相位问题，按照一般共识的定义［.3］也是通

过闭合的巡回路径来定义，这闭合路径在投射希尔伯特空间，

利用于此空间的测地线来补足开路端点而成为一巡回闭路，本

文不拟涉及到这种几何相位的讨论，这并不影响本文的主旨问

题讨论&

从以上分析看出，当这个相位按照惯约选定后对于

非巡回过程的绝热定理和绝热近似时，（;），（<），
（./）式中没有必要保留一个 $6 的相位因子& 它可
以被归并入瞬时本征函数的相位中去，它对绝热定

理和绝热近似以至 => 不自洽性等都没有关系& 对
于巡回过程而言，（.6）式中 2)$6/的出现，它的取值是

过程经过一个巡回后才出现的末态相位，从微分几

何的矢量平行移动的观点来看，几何相位就清楚地

表明量子几何相位是依赖于整个巡回过程，而不是

一个瞬时取值的时间函数& 它是属于局域地无显出
效应，而在过程整体渡过之末出现的整体效应，它的

相位因子是不可积的相位因子，因此不可以把它归

入于本征函数的不定相位因子之列& 平行移动的态
矢可以看成是本征态矢，也可以看成是波函数态矢，

但两者只能取其一& 如果用了平行移动’#（ "）〉的
结果：

〈#（2）’#（%）〉% 2)!（/）， （/?）
则（;），（<），（./）式不应明显写出 2)$6因子，如在式

中明显写出这个 2)$6因子，则在后来推导中不应再用

（/?）式&
从以上的论述看来，非巡回过程［/］中的 2)$6/没

有保留必要，它可以被吸收到本征函数的不定相位，

用重新定义而消去，文献［;］中，一方面它的（.）式
保留了相位 !（ "）以利用它去消除不自洽性，另一方

·!"·

评述



! "# 卷（$%%& 年）’ 期! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ())*：++,,,- ,./0- 12- 23

面，文献［4］在推导（5）式时又用了（$&）式，这样就
双重引入 !!（ "）二次，因而是不正确的-如果舍弃了
文献［4］中的（’）式中的 !!（ "），则（’6）式可写为

〈"
#
（ "）’"

#
（ "）〉)〈!（%）’!（ "）〉

$ 7 % 0!!（ "）〈!（%）’!（%）〉$ 7 % 0!!（ "）& ’&
由于引用绝热近似导致过程么正性破坏，即 89 的
不自洽性并不能被消除-
与此同时，文献［4］中导致量子几何相位 :7;;<

相位为零的论证也无效，因为对巡回过程本征态矢

从初始时刻到巡回末态产生了的几何相位因子，本

身就是态矢平行移动一周所产生的

〈!（%）’!（’）〉$ 70!（’）〈"（%）’"（’）〉
$ 7=*（ 0#!（’））〈!（%）’!（’）〉

$ 7=*（ 0#!（’））7=*0!（’），

!（’）并没有被抵消掉，因此 89 不自洽性存在，几
何相位不自洽性并不存在-
我们在本文引言中提出了在国际文献上近年关

于量子绝热近似的争论的三个问题- 经过以上几节
的讨论，对这三个问题，国际期刊上发表的文献并不

一致-本文作为一种独立的见解，并没有完全同意或
完全不同意文献上的几种分歧意见，我们从另一观

点回答是：

（’）89 不自洽性是存在的，不因为计及几何相
位而清除-
（$）一般教科书上标准的量子绝热条件并不是
绝热近似的充足条件-
（"）所谓由量子绝热近似条件引致的量子几何
相位的不自洽并不存在-
量子绝热近似的条件写入通行国际的教科书，

有至少 6% 年的历史了-最近研究对它的否定当然还
需时日，以经历许多研究者的琢磨和考验- 另一方
面，能否找到绝热近似成立的充足条件，这还是一个

敞开的问题，文献［6］考察了现今文献上其他形式
的绝热近似条件，可是这些其他形式表述的条件，仍

然都不是充分条件，人们正期待找到正确的量子绝

热近似的定量的充分条件，当前应用量子绝热近似

就需要小心谨慎-
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