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物理教育

“图解”数学物理方法的教学实践!

彭! 芳! 麟3

（北京师范大学物理系! 北京! 4%%5&6）

摘! 要! !《数学物理方法》虽然是数学课，但是它是介绍在物理中应用的数学,物理课程多媒体教学的经验启发我
们，合理地选择《数学物理方法》课程中有物理背景的内容，恰当地使用可视化以展现数学公式的物理图像，就能提高

教学效果，对一些随时间演变的方程，还可以用动画来表现,我们用两种方法实现可视化，一是用解析解作图，另一个
是通过数值求解方程，再将数值计算结果作图,本文介绍我们在《数学物理方法》课开展可视化教学的实践,
关键词! ! 数学物理方法，多媒体教学，数学软件 789:8;
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4! 前言

“图解”的方法，较早见于上海科学技术出版社

4T55 年翻译出版《图解量子力学》, 原书名为 9,"
+/0&:%" 1)); )* <:$(&:’ ="0,$(/0.，由 U)J/2ACJ R VCJB
.0A出版，上海科学技术出版社翻译的是第一版，现
在该书已经发行了第三版,类似的书还有 U)J/2ACJ R
VCJ.0A出版的 >/.:$5 <:$(&:’ ="0,$(/0., 这些书的
特点是通过将理论物理与数值计算相结合实现可视

化来讲解物理知识, 这种做法在一些名教材也有反
映，如 W, X, W01YFD2 的 85$../0$5 ?5"0&%)@-($’/0. 的第

三版就增加了数值计算的内容，其目的不仅是介绍

一种新的解题方法，也是为了实现可视化,
国外对物理的可视化教学十分重视，早在 4TT6B

4TT# 年间 Z/.CI出版社出版了 T 本有关物理多媒体
教学的丛书，是由大学高等物理软件联盟（ 9’C
[D2FDJ(/-H GDJ \))CJ R :CMC. <’IF/1F UDG(+0JC，[\<U）
编写该丛书及其所用的教学软件，[\<U 是由美国、
澳大利亚、加拿大和英国的 $& 位资深的物理学家与
教授所组成, 这项工作得到了美国国家科学基金、
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图 .- 振动的长圆柱面在空间形成的声场，（*），（/），（+），（0）是按时间先后排列

123公司、苹果公司以及美国乔治·梅森大学的资
助&丛书内容包括（.）45"67#!85)+5，（9）:(*55)+*( 3;<
+!*,)+5，（=）>(;+"6)+)"8 ? 3*@,;")5A，（ B）370;6,
C!85)+5，（D）E’+(;*6 *,0 C*6")+(; C!85)+5，（F）G’*,<
"’A 3;+!*,)+5，（H）I7()0 I"*";，（J）K!;6A*( *,0 I"*<
")5")+*(，（L）M*N;5 *,0 O#")+5& 由于编写时间较早，
这些软件是在 POI 环境下用 C4I1:4Q 编写的& 除
此之外，许多国外大学的网页上也有可视化教学的

内容&
理论物理数字化教学也强烈地吸引我们，我们

在“数学物理方法”课程中进行了可视化教学的初

步尝试&虽然“数学物理方法”不是物理课而是数学
课，但课程主要讲解数学在物理中的应用，所以它兼

有数学课与物理课的特点&作为数学课，其内容比较
抽象，公式繁多，教学以数学推导为主；然而，作为数

学在物理中的应用，它的内容又与物理紧密结合甚

至有实验事实的背景&在教学中必须兼顾这两方面，

才能真正教好这门课&可是受课时限制，目前在教学
上主要以数学推导为主而较少讲解物理图像，再加

上课程使用的数学工具又是学生第一次接触的偏微

分方程，所以有学生觉得难学也就不足为奇了&如果
参照物理课程多媒体教学的经验，合理地选择“数

学物理方法”课程中一些有物理背景的内容，恰当

地使用可视化教学的手段以补充物理图像的讲解，

就有可能提高教学效果［.］&本文介绍我们在这方面
进行的探索，期望抛砖引玉&

9-“图解”法在教学中的效果

在教学中，“图解”法加强了对物理图像的讲

解，有助于提高教学效率，激发学生的学习兴趣&

!& "# 图解了数学公式，展示了数学公式中的物理图像
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图 $! 偶极声场，（0），（3），（1），（4）是按时间先后排列

“图解”其实就是我们常说的可视化,在数学物理方
法课程中实现可视化基本上是两条途径，一是直接

利用解析解作图，另一个是通过数值求解方程，再将

数值计算结果作图, 其中涉及最多的是解偏微分方
程和计算特殊函数的值, 另外，为了可视化，往往要
作出空间物理场有时是矢量场的图像，在有对称性

的情况下，可以降维处理，如将三维空间图形画成二

维图形,对于含时的偏微分方程，使用动画能更好地
表现随时间演化的过程,根据我们的经验，恰当地运
用数学软件不失为一种好的选择，如计算软件

567869就可以用来解决这些问题［$］,
举一个振动声场的例子，半径为 !% 的长圆柱

面，其径向速度分布为 !%1:;"1:;#"，求振动在空间
形成的声场, 由数学物理方程的解法知［"］，它在空
中辐射的声场的速度势为

# $ % /
!!%#!%

$

$& <%
（=） #

&( )! 1:;">/#" ’

这个结果里用到了汉克尔函数 <%
（=），这是一个特殊

函数，公式所包含的物理图像是难以从表达式中看

出来的，画出 #的等值线随时间变化的动画就能表
现声波向外传播的过程，图 = 就是其中的几个画面,
再以偶极声场为例，半径为 (% 的球面，径向速

度分布为 !%1:;"1:;#"，则它在空间的声场的速度势
为［"］

# $
!% (%

"

$ % =
($

) / #( )&(
*=（1:;$）>/#&（ (%&"）’

这里用到了勒让德多项式，这也是特殊函数,图 $ 是
动画中几个画面，声场的偶极特性十分突出,这里是
用表面图表示，也可以用等值线图来表现,

!, !" 对不同解法或不同问题进行对比
可视化展示了结果的物理图像，所以同一个问

题的不同解法所得的结果是否相同，可以用可视化

所表现的物理图像是否相同来检验；另一方面，如果

不同问题的解经过可视化所表现的物理图像有相似

之处，我们也可以思考一下其中的原因何在,
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图 .- 初位移不为零而初速为零的有界弦的振动，画面按时间顺序排列

- - 例如我们来对比一下无界弦和有界弦的振动，
这是边界条件不同的两个问题& 给定初位移与初速
度的无界弦的行波解是达朗贝尔公式，它是一个积

分形式的解&而给定初位移与初速度的有界弦的振
动可以用级数解来表示& 那么当两个问题的初位移
与初速度相同时，这两个解会有什么联系呢？实际

上，无界问题是有界问题在特殊情况下的一种近似，

当边界的影响没有到达所研究的区域时，有界弦可

以当成无界弦来研究&换言之，在边界影响的作用还
没有到达时，级数解和积分形式的达朗贝尔公式会

有相同的图像&图 . 就是两端固定的有界弦问题中
用分离变量法求得的级数解画出的动画，所对应的

初始条件是初位移不为零初速度为零，这里用的是

在级数项中取 /0 项所得的结果& 可以看到，开始时
位于弦中央的初始位移分成两半，向两端运动，到达

边界以后，发生有半波损失的反射，然后又向中央运

动&其中前 1 幅图是边界影响还没有产生作用的情
形，按照上面的分析，在相同的初始条件下，由达朗

贝尔公式画出无界弦的运动图像应该与前 1 幅图像
一样，事实正是如此，如果用达朗贝尔公式画图，也

会得到这个结果&
计算环形电流的磁场也是一个有趣的例子&该

题可以用三种不同方法计算，所得结果分别是用连

带勒让德函数的级数表示，用椭圆函数的积分表示

或者直接用数值积分表示，那么这些数学形式不同

的结果是一致的吗？它跟实验的结果相同吗？下面

来看看用可视化表现的物理图像［1］&
环形电流在空间 !（ 2，!，" ）形成矢势 " 和磁感

应强度 #分别为

" !
!0 "
1#)# 3$4

*! $ !4*
，

# ! + % "，
其中!4（ & ’，"’，#’）是圆环 #上的变点（ & ’ ! (，" ’ 5

# 6 7），"3$%#是圆环上的电流弧元，由此计算出的结
果用勒让德函数表示是

)&! $
!0 "
7&&

*

# ! 0

&( )(
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7# +8（0）97# +8（+:;"），（ & , (），

)&! $
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8
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*

# !0
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)# ! 0.

图 1 是根据上式画出的图形&

图 1- 勒让德函数表示的环形电流的磁场

用毕奥 <萨伐尔定律计算磁感应强度可得到下
面用椭圆函数表示的积分式，

)/!
!0"
1#

7+:;"
;)," (7 + &7 + 7(&;),! "

(7 + &7

(7 + &7 $ 7(&;),"[ ]0$ 1 ，

)2 ! 0，
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式中有

) # )
! + $

%
5 ( ,$4/2$! -6- # !

$

5 ( ( )5
$

$
,$ ( 5

$( )"
3

$ ,3
" ( 5

$
"
3( )7

#
$ ,#
7 ([ ]⋯ ，

* # )
! + $

%

6-
5 ( ,$4/2$! -

# !
$

5 ( ( )5
$

$
,$ ( 5

$( )"
3

$
,3 & 5

$
"
3( )7

#
$
,# ([ ]⋯ ，
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.

由上式画成的图形如图 7 所示,

图 7! 由椭圆函数表示的环形电流的磁场

由毕奥 8萨伐尔定律直接作数值积分可得到磁
感应强度的各个分量，然后画成图形如图 # 所示，其
中图 #（0）是二维的，图 #（9）是三维的,
可见，三种不同的计算虽然数学表示形式不同，

可视化的效果表明，它们所代表的物理图像是相同

的,

!, "# 深化、充实了教学内容，扩充了教材中知识范
围，改变了旧教材的一些教学方式,
可视化并不是简单的再现教材中的内容，它必

然会深化教学内容，扩充学生的知识面,例如计算特
殊函数现在可以用数学软件 :;<=;>，自然就会要
求学生去掌握这种方法而不会再去使用过去的教材

中介绍的查表法和近似公式法,
再以勒让德函数的学习为例，教材中提供的勒

让德函数图形都是以 -（ ? 1@4"）为变量的图形，这

图 #! 由毕奥 8沙伐尔定律作数值积分所得的环形电流的磁场

对解释勒让德函数的对称性，奇偶性，边界值以及本

征值很方便,而在实际运用中，勒让德函数是以 "为
变量，也就是应该以用极坐标变量画图，才能表现勒

让德函数的极性分布,补充这个图像，能让学生理解
多极子场等的极性分布现象，如前面所介绍的偶极

声场的极性就是由勒让德函数描述的, 虽然这只是
一个小小的变化，教学效果却有不同,教材受篇幅所
限，不能过多的介绍类似的内容，这给可视化的教学

留下了用武之地,
还有，级数解虽然是教材用得最多的方法，可是

在有无穷项的级数解中究竟取多少项在应用中就会

有较好的近似，学生并没有一个感性的认识,在泰勒
展开中通常取 "—7 项就有较好的精度，在级数解中
是否也有同样的结论呢？通过对比对有界弦振动的

级数解和达朗贝尔行波解的图形，可以看见，当级数

解取到 5% 项时，所得图像与行波解仍有明显差别，

·$%&·
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要取到 ./ 项才会较好的相似& 在其他问题中，级数
解也往往要到数十项才能有较好的结果& 这些经验
当然会加深对级数解的理解& 此外还有一些问题如
固定边界上的半波损失，用数值解法所得的有振动

源的振动，有质量的弦的振动，有阻尼的弦的振动

等，在可视化的教学中都是生动有趣的&

!& "# 对知识重新归纳分类，形成以问题分类的体
系，有利于学生复习与巩固所学的知识&
我们的可视化教学只是选择了课程中一部分有

物理背景的内容来进行，不可能将全部教学内容可

视化&在将这些内容上载到课程网页上供学生使用
时，就需要合理地组织它们，这样形成的体系结构与

教科书体系也会有差别&例如《图解量子力学》的体
系就与量子力学教科书的体系不同& 我们采用的做
法是按照问题分类&例如弦振动的解法有行波法，积
分变换法，级数解法，教材是按解题方法分类的，所

以在教科书中这三种解法是放在三个不同的章节中

讲解&而在可视化教学的网页上，我们侧重介绍数值
解法或者将解析结果可视化，解析的结果是直接引

用教材的结论，并不去讨论如何得到解析解，所以可

以按问题分类&弦振动作为一类问题，可以将三种解
法的可视化放在一起完成，同时还可以进行对比&这
样就形成与教材不同的另一个体系，它可以帮助学

生巩固记忆教材的知识&

0- 总结

可视化教学在物理教学中已经广泛使用&我们
在数学物理方法课程中开展了可视化教学的教改实

践，可视化教学可以将数学推理所得的公式与物理

图像的描述结合起来，充分体现这门课程的特点即

“数学在物理中的应用”，克服以往教学中存在的只

重数学推导，忽略讲解物理图像的弱点，提高了教学

效果&在数学物理方法课程中可视化的方法主要是
直接利用解析解作图，或者通过数值求解方程，再将

数值计算结果作图&对于含时的偏微分方程，则使用
动画来表现随时间演化的过程& 我们对教材中具有
明显物理意义的各种题型都进行了可视化的尝试，

并制作了教学网页供学生使用&
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蛋白质在弯曲空间内的折叠

蛋白质是一种由氨基酸所组成的特殊高聚物&一般的高聚物在很低的温度下，都会坍缩成一个球形，但蛋白质却不然，它
们一般会折叠成一种特定的紧密形状&如果蛋白质不能折叠成该种形状的结构，它将不能完成其指定的功能，同时也会带来
疾病&例如某些未曾折叠的蛋白质可以凝聚成一根面条状的长链，这种结构现在已被证明是对应着神经退化的疾病，如 L(S!5<
)G5 症&
寻找蛋白质折叠的精确动力学模式就像牛顿当年寻找万有引力定律一样，目前科学界还没有找到有效地解决这个问题

的途径&现在意大利 N)J5,S5 大学的 A& =*;5"") 和 A& C*SSD,) 俩位教授企图利用“能量地形图”的方法来开辟这个方面的研究，
也就是通过蛋白质能量在发生能量交流时的状态变化来了解折叠过程的物理背景&他们方法的第一步是构建一个蛋白质所
有可能存在的构形的相空间，相空间中的每一个点代表蛋白质的一种构形，同时该点也能反映出蛋白质处于该点时的能量数

值&这样的一个弯曲空间就是一个“能量地形图”，而蛋白质的构形变化在“能量地形图”中的轨迹，也类似于一个球在一个碗
的内壁"动&相空间内可分隔成许多的小区，一般在两种情况下，蛋白质可以从一个分隔小区移动到与它相邻的另一个分隔
小区，一种是蛋白质从外部（通过加热或化学反应）获得了足#多的能量，另一种是两个分隔小区之间的能量势垒非常低，使
它可以自由跳动&“能量地形图”实质上是利用几何方法来表征蛋白质折叠力在一个弯曲空间内的作用过程，这个想法来源于
爱因斯坦在弯曲空间内定量研究行星和恒星间的万有引力的物理图像&在这个研究工作中，A& =*;5"") 和 A& C*SSD,) 两位教授
希望能寻找出为什么蛋白质可以在弯曲的“能量地形图”中发生折叠，而其他的高聚物却不能发生折叠的原因
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