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摘! 要! ! 文章通过在一种准一维路径上引入自旋算符的约当 7 维格纳（ 89:;02 7 </=2>:）变换，证明了 ?/(0>@ 自旋

模型完全等价于一个不含任何非物理自由度的自由 A0B9:020 费米子模型。通过对偶变换，进一步证明了这个系统中

存在的量子相变可用非定域的拓扑序参量来描述；并且，这些非定域的拓扑序参量在对偶空间变成为定域的朗道类

型的序参量。文章作者的工作揭示了传统的量子相变和拓扑量子相变的内在关系，扩展了朗道二级相变理论的适用

范围。
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3! 引言

在绝对零温下，改变多粒子系统的某一参数，如

粒子间的耦合强度、压力或外加磁场强度，可以将系

统从一种无序的状态连续变化到一种有序的状态

（图 3（0））。由于在临界点附近热力学涨落和量子

涨落同等重要，这类相变与仅由温度所引起的热力

学相变完全不同，被称为量子相变［3］，相变的临界

点在绝对零度。量子涨落是导致量子相变的根本原

因，其来源是量子系统中物理量的非对易性。一个

典型的例子是，零温下受横向磁场作用的一维伊辛

（MP/2=）模型，随着磁场的变化，该模型出现铁磁到

顺磁的相变。这类相变，尽管是发生在绝对零度，但

依然可以纳入朗道对称破缺的二级相变理论框架之

中。该理论的基本要素是在相变的过程中，系统的

对称性发生了自发破缺，所对应的状态可以用局域

的序参量来刻画。
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图 .- （*）朗道对称破缺理论刻画的典型量子相变。当 ! " !+

时，对称性发生自发破缺，存在一个局域序参量描述有序相及其

相变过程；（/）对于拓扑量子相变，则不存在对称性自发破缺，也

没有可以表征序的局域物理量

但是，零温下，一个量子系统可能还存在另外一

种量子相变。如图 .（/）所示，在这种量子相变过程

中，不存在朗道类型的对称自发破缺，系统在相变点

两边均处于无序相之中，也不存在描述和区分这两

个相的局域序参量。这类相变我们称之为拓扑量子

相变。之所以是拓扑性的，是因为这类相变的行为

是由系统基态波函数的整体性质决定的，不存在定

域的序参量，但可能存在非定域的序参量。在分数

量子霍耳效应中，电导量子平台之间的相变就是一

个典型的拓扑量子相变［0］。在这个相变过程中，不

同分数量子霍耳态之间对称性并没有发生变化，但

它们的内部结构通常也称之为拓扑序发生了变化，

例如，基态简并度或有限系统边缘激发态的物理性

质。但要强调的是，拓扑量子相变与拓扑序并不完

全是一个概念。后者只是刻画前者的一种方式，不

能完整描述拓扑量子相变的动力学行为。

如何刻画拓扑有序和拓扑量子相变不仅仅是一

个重要的理论问题，同时也与目前非常活跃的量子

计算的研究密切相关。量子计算是利用量子态的可

叠加性来解决经典计算机无法企及的大量计算问

题，有非常诱人的前景。但量子计算到目前为止还

很难实现，其中一个最大的障碍是量子态退相干性。

为了克服这种障碍，.112 年 3)"*45［6］指出，可以利用

量子系统的整体拓扑性质不受局域扰动影响的特

点，用具有非阿贝尔（,7,89/4()*,）统计性质的准粒

子激发（简称为非阿贝尔任意子）来模拟一个基本

的量子比特，对其进行量子操作，以实现容错量子计

算。

要实现拓扑量子计算，首先是要从实验上获得

非阿贝尔任意子。目前已知的可能具有非阿贝尔任

意子的物理系统包括填充因子为 : ; 0 或 .0 ; : 的分

数量子霍耳态［<］，和自旋极化的 #$ % )#& 超导涡旋

态［:］。最近 3)"*45 构 造 了 一 个 二 维 量 子 自 旋 模

型［=］，并通过微扰计算，证明这个系统中也存在非

阿贝尔任意子。除此之外，这个模型还有一个更为

诱人的地方，那就是，它是一个二维可严格求解的量

子系统，其基态相图非常丰富，不同相之间的相变

是拓扑型的。因此，这个模型是研究拓扑量子相变

的一个理想模型。

0- 3)"*45 模型

如图 0（*）所示，3)"*45 模型是一个定义在二维

六角格子上的自旋相互作用模型，其哈密顿量为
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式中 !$，&，-为泡利算符。在六角格子的每一个键上，

自旋之间的耦合都是伊辛相互作用，但在不同的方

向上，伊辛相互作用自旋的极化方向不同，相互之间

不对易。

这类涉及高度各向异性自旋极化的耦合模型，

可以利用现有的实验手段，通过调节作用在冷原子

或极化分子上的囚禁激光的强度、频率和极化方向，

使冷原子或极化分子排列成蜂窝状的晶格结构，并

且产生所要求的极化耦合相互作用［2，?］。此外，超

导约瑟夫森结组成的二维点阵也可以用来构造这类

有效的自旋模型［1］。

图 0- （*）二维六角格子，$，&，- 表示 3)"*45 模型中 @A),B 相互作

用自旋的极化方向；（/）为 与（*）拓扑等价的砖墙格子

为了求解这个模型，3)"*45 提出用四种 C*D7E*8
,* 费米子来表示一个自旋为 . ; 0 的算符：!. "

+ (
)/"+ 0+，其中 /$，&，-

+ 和 0+ 为 C*D7E*,* 费米子算符。平均

而言，每个 C*D7E*,* 费米子的自由度为!0，四个 C*8
D7E*,* 费米子总的自由度为 <。但每个自旋只有 0
个自由度，因此，对每个自旋而言，这种表示包含了

两个非物理的自由度。要去掉非物理的自由度，必

须对这些算符加上约束条件。根据泡利算符满足的

等式：!$!& ( )!- ，可以证明这些 C*D7E*,* 算符的

乘积必须满足如下约束条件：1+&/$
+ /

&
+ /

-
+ 0+ ( .。1+ 是

系统的一组彼此之间对易的守恒量，并且 10
+ ( .。
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原则上，可以先在不受约束的空间中求出 3/(045 模

型的波函数，然后通过投影，得到真实物理空间中的

波函数。但在实际的计算中，得到投影后的波函数

是很难的，而且与不受约束的四种 60789020 费米子

所生成的空间维数相比，物理的子空间的维数几乎

是忽略不计的。因此，绝大多数状态是要被投影掉

的，这使得我们很难对系统的一些重要性质做出正

确的判断。

那么，能否找到一种没有多余自由度的自旋算

符的表示呢？最近，我们经过研究，发现可以通过约

当 : 维格纳变换，在保持这个模型的可积性前提下，

做到这一点［;%］。这种新的表示，极大地化简了这

个模型，使得物理图象变得清晰，对全面分析和求解

这个模型奠定了基础。为了引入约当 : 维格纳变

换，让我们首先将蜂窝构型做一下变形，使其成为如

图 $（<）所示的与其拓扑等价的砖墙构型。在这种

新的坐标系中，系统的哈密顿量为

! " "
# $% " 偶数
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! ! 下面我们对自旋算符做约当 : 维格纳变换，将

其用费米子表示出来：

! $
, " $-=

,4>) /!"
,

. " ;
-=

. -[ ]. ，

!*
, " $-=

,-, ) ;， （"）

其中对应于格点坐标（ #，%），, " /（ % ) ;）$ #，/ 为水

平方向格点的数目。对每一对共轭的费米子算符

（-，- $ ），可以对应定义出一对 60789020 费米子算符

0 和 1。在此，我们做如下定义：当 # $ % 为偶数时，

0#，% " /（-=
#，% ) -#，%），1#，% " -=

#，% $ -#，%；

当 # $ % 为奇数时，

1#，% " /（-=
#% ) -#，%），2#，% " -=

#% $ -#，% +
通过这些定义式，经过简单的计算，我们就可以将

3/(045 模型简化成如下的 60789020 费米子模型：

! " ) / "
# $% " 偶数

（&;0#，% 0#$;，% )&$0#);，% 0#，% $&"3#，% 0#，% 0#，% $;），

（?）

式中 3#，% " /1#，%1#，% $; 与哈密顿量对易，可取 ; 或 : ;
两个值，是一个好量子数。

对于相互作用二维平方格子上的费米子系统，

@/4< 曾严格证明［;;］，半填充时，基态下每个最小方

格的轨道磁通必须为 !。将其推广到 60789020 费米

子系统，可以证明，对于蜂窝格子（每个最小六边形

可看作是由两个方格构成），基态下每个六角格子

的轨道磁通为 %。对应于 3/(045 模型公式（?），这就

要求在基态同一行（ % 相同）中的 3#，% 必须取相同的

值，即都取 ; 或都取 : ;。由于每一行中 3#，% 取值都

有两种可能性，因此系统的基态是高度简并的。

图 "! 3/(045 模型中的拓扑激发态

这些简并的基态之间可以通过拓扑型的准粒子

激发联系起来。例如，对某一行一半的｛3#，% ｝做翻

转（如图 " 所示），就可以将左边区域和右边区域分

别对应的两种简并基态联系起来。但在它们的结合

处，由于 3#，%的不同，产生了一个 ! 磁通。这等价于

在原来均匀的背景中引入了一个拓扑缺陷———磁通

涡旋。这种拓扑缺陷在一定的参数区间，可以产生

定域的零能激发态［;$］，这些零能激发态与 4’ A / 4(

超导涡旋中的 60789020 费米子激发行为一样，满足

非阿贝尔统计。对其进行辫子群操作，原则上就可

实现一些基本的量子计算操作，这方面还有许多的

问题有待深入研究。

"! 量子相变及其表征

通过求解费米子化的 3/(045 模型公式（?），我

们发现这个系统的基态相图非常丰富，而且不同相

之间的相变是连续的。但是，这些相变不存在对称

性的破缺，也不存在区分和表征它们的局域序参量。

因此，这些相变属于拓扑量子相变。

拓扑有序相的刻画，通常一种方式是用整数型

的拓扑指数来表征它们。但这种表征方式无法反映

相变的动力学行为，也无法反映不同拓扑有序相之

间的关联。要克服这种困难，需要找到一种新的表

征拓扑量子相变的方式。在朗道的连续相变理论

中，序参量对表征不同相的性质及其相变过程起到

了根本作用。对于 3/(045 模型，我们发现其拓扑量

子相变也可用序参量来表征。不过，这里的序参量

是拓扑型的，不再是一个定域算符的期望值，而是沿

某个一维充分长的路经所有自旋算符连续乘积的期

望值。这种拓扑序参量，我们称为非定域弦序参量

（282B.810. C(9/2D 89E49 )090F4(49）。在对偶空间中，

这些弦序参量可以完全变为朗道型的定域序参量。

·!"#·
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下面，我们以一条链的 .)"*/0 自旋系统为例，说

明如何构造和表征 .)"*/0 模型中的非定域弦序参

量。对于单条链的讨论，数学处理比较简单，也比较

容易把握其物理图象。但要强调的一点是，这里的

讨论具有普适性，不仅仅只是对一条链的自旋系统

成立，对于多条链，特别是二维系统（对应于无穷条

链极限），经过简单推广也是成立的。有关多条链

的详细讨论，可参见文献［12］。

对于一条链的 .)"*/0 模型，只有 !1 和 !3 自旋

耦合项，系统的哈密顿量为

"+!*), # "
$
（!1!

%
3$ &1!

%
3$ ’ !3!

(
3$!

(
3$ ’1）) （4）

对其进行约当 5 维格纳变换后，可以严格求得其费

米子激发能谱。由此，可进一步确定其基态的相图。

随着参数的变化，相图上存在两种拓扑不等价的相。

在这两个相的临界点 处，系统基态能量的二阶导数

发散，表明存在一个二级量子相变，如图 6（*）所示。

但相变过程不伴随有对称性自发破缺，也找不到一

个局域的序参数来刻画相变过程，的确，如前面所

说，该相变属于拓扑型量子相变。

图 6- 单条链模型中的量子相变［12］（ *）基态能量的二阶导数；

（7）拓扑序参量随 !1 * !3 的变化关系

为了证明存在非局域的拓扑弦序参量，我们对

原来的自旋模型做如下对偶变换［18］：

!%
$ # "%

$&1"
%
$ ，!

(
$ # !

+

, # $
"(
,， （9）

变换之后的哈密顿量则变为横向磁场作用下的一维

铁磁伊辛模型，

": # "
$
（!1"

%
3$ &3"

%
3$ ’ !3"

(
3$）) （;）

这个对偶模型仅包含了定义在偶数格点上的对偶自

旋，而在奇数点上的对偶自旋不参与动力学过程。

横向磁场作用下的一维铁磁伊辛模型，作为一

个典型的量子相变模型，由于存在严格解的原因，已

被广泛研究［1］。当 !1 - !3 时，系统存在非零的长程

自旋关联：

()<
.’/

〈"%
2"

%
3 .〉0［1 &（!3 * !1）3］1 * 6， （=）

对应于自旋 % 方向上对偶自旋的长程铁磁有序。而

当 !1(!3 时，对偶自旋的长程关联为零。因此，横

场伊辛模型中发生的量子相变可以用朗道对称性破

缺理论来描述：在有序相是 "% 具有的 13 对称性发

生自发破缺，局域序参量为 % 方向的磁化强度为

〈"%〉0［1 &（!3 * !1）3］1 * =， （>）

当我们返回到原来的自旋空间时，由（=）式所定义

的关联函数则变为如下非定域的自旋关联函数：

#% # ()<
$’/

〈 $
3$

, # 1
!%

,〉0
［1 &（!3 * !1）3］1 * 6，2 !1 - !3

2，2 2 2 2 2 2 2 2 !1 3 !{
3

)

（12）

这是一种非局域性弦状自旋的关联函数，也就是系

统的拓扑弦序参量。#% 由零到非零的转变表征了

这个系统中的拓扑量子相变过程。

由于模型（6 式）在 !1 和 !3 交换下是自对偶的，

这个系统的拓扑量子相变也可以用另一个拓扑弦序

参量 #( # ()< $’/〈$3$ ’1
, # 3!

(
,〉来描述。两者是完全等

价的，反映了无序和有序的相对性。

上面的分析说明，在一个拓扑量子系统中，通

过选取合适的对偶表象，其拓扑量子相变依然可以

用朗道对称性破缺相变理论来描述。我们发现这个

结论不仅只是对单条链成立，而且对任意条链（ 包

括二维）的 .)"*/0 模型也是成立的。我们相信这个

结论具有普适性，但对于一个一般性的多粒子系统，

目前还不能给出严格的证明。

6- 总结与展望

.)"*/0 模型作为一个可严格求解的二维量子模

型拥有新奇和丰富的物理内容，是研究拓扑量子相

变的理想模型。通过约当 5 维格纳变换，我们证明

了这个模型完全等价于一个无约束的自由 ?*@AB*,*
费米子系统，这为严格求解 .)"*/0 模型和研究其基

态及激发态的性质奠定了基础。这个系统的量子相

变过程，没有自发的定域对称性的破缺。通过对偶

变换，我们发现这个系统的量子相变可用非定域的

拓扑弦序参量来描述。而这些非定域的弦序参量在

对偶空间变为定域的序参量，所对应的量子相变过

程存在（ 对偶空间中的定域）对称性自发破缺。这

个结果说明，朗道的二级连续相变理论在描述拓扑

量子相变也是成立的，但这是在对偶空间，而不是

在原始的自旋空间。

·!"#·
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除了拓扑量子相变，3/(045 模型还存在丰富的

拓扑型准粒子激发，特别是存在非阿贝尔任意子。

发现和操控这些非阿贝尔任意子是实现拓扑量子计

算的基础，这方面的研究现在才刚刚起步，有大量的

研究工作有待进行。
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