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量子计算和量子信息专题

量子计算算法介绍*
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摘暋要暋暋量子计算机利用量子力学原理进行计算,具有量子并行计算的优势,能够超越经典计算1990年中期,量
子算法取得突破,舒尔(Shor)构造了大数质因子的量子算法,葛洛沃(Grover)构造了无序数据库的量子搜索算法,引
起了人们对量子计算的重视,极大地推动了量子计算的研究.文章简单介绍了几个典型的量子算法以及量子算法研

究的一些新进展.
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1暋引言

量子计算机由两条不同的路线发展出来.一条

路线是发展可逆计算机,可逆计算机可以由计算结

果反逆推出输入,因为可逆计算机可以大大减少热

耗.班尼奥夫(Benio昇)首先利用量子力学原理构造

了可逆的量子计算机[1].量子计算机发展的另一条

路线是科学研究的需求,费曼(Feynman)指出,对一

个量子力学体系进行模拟,需要的计算资源是体系

大小的指数函数,经典计算机是无法满足模拟需要

的.对量子体系的模拟,必须使用以量子力学原理进

行计算的量子计算机[2].

早期量子计算机的研究非常少.1994年,舒尔

(Shor)构造了大数质因子分解的量子算法[3],可以

用多项式的复杂度进行大数质因子分解.1996年,
葛洛沃(Grover)给出了一个量子搜索算法[4],可以

平方根地加速无序数据库的搜索.这些算法显示出

量子计算机具有超越经典计算机的强大功能,引起

了学术界和西方国家的国防安全部门的重视,极大

地推动了量子计算机研究的发展.从此量子计算机

的研究成为国际上的持续的前沿研究领域.
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我们在本文中简单介绍量子计算的基本知识,重
点介绍几个重要的量子算法,并简单介绍最近的相关

发展.如需要比较详细系统的阅读,请参考文献[5—

7],一些近期量子信息的进展可以参考文献[8—11].

2暋 量子幺正操作和量子逻辑门

根据量子力学理论,孤立量子系统态矢量随时

间的动力学演化遵从Schr昳dinger方程:

i淈毠旤氉(t)暤
毠t =Ĥ旤氉(t)暤. (1)

同时,在量子力学中,孤立系统的态|氉(t)暤随时间的

演化还可以通过演化算符U(t,t0)来描述:

旤氉(t)暤=U(t,t0)旤氉(t0)暤. (2)
当哈 密 顿 量 Ĥ 不 显 含 时 间 时,利 用 初 始 条 件

U(t,t0)=1,可求得演化算符为

U(t,t0)=e-i
淈Ĥ(t-t0). (3)

在量子力学中,如果算符A 满足如下关系,则称之

为幺正算符,

AA昄=A昄A =I暋, (4)
其中I为单位矩阵.显然,由于 Ĥ 是厄米算符,演化

算符U(t,t0)满足幺正算符的要求,即

UU+ =U+U =I暋, (5)

因此,幺正算符U(t,t0)对应的变化通常被称为幺

正变换或幺正操作.演化算符的幺正性使得量子信

息过程有如下一些特殊的性质:(1)保几率性,即量

子态的归一化性质不随时间的改变而改变,量子系

统的总几率保持不变;(2)可逆性,即量子信息处理

中的所有逻辑操作都是可逆的.
在量子信息处理过程中,系统的幺正演化通过

量子逻辑门来完成,根据作用的量子位数目,量子逻

辑门被分为单量子比特门、二量子比特门和多量子

比特门.常见的单量子比特门主要有UI,Ux,Uy,

Uz 和 Walsh灢Hadamard 门 H.在 基 矢 {|0暤=

( )
1
0

,|1暤= ( )
0
1

}下,几个常见的单量子比特门的

矩阵可表示为

UI=I=
1 0
( )0 1

暋, (6)

Ux =氁x =
0 1
( )1 0

暋, (7)

Uy = -i氁y =
0 -1
( )1 0

暋, (8)

Uz=氁z=
1 0
0 -( )1

暋,暋 (9)

H=1
2

1 1
1 -( )1

暋.暋暋 (10)

暋暋量子控制非门(CNOT 门)是最常用的二比特

量子门之一,其中的两个量子比特分别为控制比特

与目标比特.当控制比特为|0暤时,它不改变目标位;
当控制比特为|1暤时,它将目标位翻转.CNOT门的

矩阵表示为

CNOT=

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

0 0 1 0

暋. (11)

暋暋英国科学家道亦奇(Deutsch)证明了任意的酉

变换都可以用一组有限数目的简单酉变换的组合来

构造,这些简单的酉变换称为基本逻辑门[12].巴兰

克(Barenco)、班尼特(Bennett)、克里夫(Cleve)、狄
文琴佐(Divincenzo)、马国鲁斯(Magolus)、舒尔等

在1995年给出了利用单量子比特旋转门和 CNOT
门构造任意酉变换的一般方法,并给出了4个比特

下的具体结果[13],任意数目的体系中的分解解析表

达式在文献[14]中给出.如何使用最少的基本逻辑

门来实现一个给定的酉变换,是一个重要的量子计

算问题,目前已经有许多这方面的研究.

3暋量子并行性与量子算法

量子并行计算贯穿于量子算法之中,使得量子

算法与经典算法相比,以更高的效率得到所期望的

计算结果.量子并行性是指,如果将量子计算过程中

实施某个函数f(x)的幺正操作Uf,Uf作用在量子

寄存器的输入叠加态上,则它将对每个基矢进行作

用,并将所有结果进行线性叠加,产生一个输出叠加

态.因此,只需要应用一次Uf就可以同时计算出不

同x 值对应的函数f(x).

Uf暺
i

旤i暤旤0暤=暺
i
旤i暤旤f(i)暤暋. (12)

暋暋量子计算机是服从量子力学规律的新型计算模

型,通常,我们需要用量子计算机模拟量子物理系统
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随时间的演化:U =eiHt,从而完成某一计算任务,这
就需要给出具体的算法,即给出量子逻辑门序列来

实现这个幺正操作.量子算法的任务是将一系列量

子逻辑门组织起来,实现对量子计算机状态的幺正

操作,使量子计算机按照设计者的意愿随时间演化,
达到预期的输出状态.

量子算法目前可以归为以下几个种类:(1)模拟

量子力学体系性质的量子仿真.从理论上说,量子计

算机对此类问题具有指数化的加速;(2)基于葛洛沃

量子搜索算法的量子振幅放大类算法.量子振幅放

大算法即放大所需要的输出值的振幅.它的基本思

想是对量子态进行幺正变换,从而放大所需要的输

出值,使得在测量的时候可以很大的概率得到该结

果,例如,这类算法包括了葛洛沃搜索算法及其改进

和推广算法[4,15,16];(3)相位估计量子算法.舒尔算

法就属于这一类算法.它的思想是通过量子酉变换,
估算特定态的相位,而这个相位与本征值成正比;
(4)“相对黑盒暠指数加速的量子算法.这类算法是一

些特别设定问题的算法,在这些问题中,量子算法显

示出明显的优越性,如道亦奇算法等.

4暋 量子仿真

假设体系S是我们需要研究的体系,而量子计

算机体系是P,量子仿真的任务就是要在量子计算

机中仿真体系S的动力学演化等性质.在经典计算

机上进行仿真往往需要进行很多的简化,如在原子

核结构理论的计算中,通常只能取价核子,并且局限

在轻核和中等质量的原子核中.
而利用量子计算则可以不采用这些简化.如果体

系S和量子计算机体系P之间存在着可逆的映射毤,

|氉S
(0)暤=毤|氉P

(0)暤,则我们可以先在量子计算机中

研究P体系的演化,|氉P
(T)暤=VP

(T)|氉P
(0)暤,然

后再通过逆映射,仿真所需要研究的体系S的演化,

|氉S
(T)=毤-1|氉S

(T)暤[17].而对应于量子计算机的

演化VP 可以利用最基本的量子门进行构造.
量子仿真可能会成为量子计算机的一个最大的

应用方向.根据一般的估计,具有几千个以上数目的

量子比特的量子计算机在较短的时间内实现可能比

较困难,但是只要能够有几十个量子比特的量子计

算机,就可以做相当多的实际量子体系的仿真.量子

仿真的研究已经成为当前的热点研究方向之一,例
如已经演示了量子体系的三体相互作用[18]、四体相

互作用[19]、氢分子的结合能[20,21]等.

5暋“相对黑盒暠指数加速的量子算法

量子黑盒是执行某种计算任务的幺正操作.它
可以作为量子计算的一段子程序,当量子黑盒的输

入为量子叠加态时,与输入为经典态时相比,它可以

实现计算的指数加速,对应的算法称为“相对黑盒暠
指数加速的量子算法.

“相对黑盒暠指数加速的量子算法的一个典型代

表是Deutsch-Jozsa问题及其算法[22].在要求精确

解的时候,Deutsch-Jozsa问题的经典解没有多项

式算法,量子算法具有指数加速的优势.Deutsch-
Jozsa问题是指:假设有一个n位输入的量子黑盒,
它的计算函数为

f{0,1}n 曻0,1, (13)
如果对所有的输入x,f(x)都是0或者1,称f(x)
是常数函数;如果对一半的输入x,f(x)=0,对另一

半的输入x,f(x)=1,则称f 是对称函数.Deutsch
-Jozsa问题希望判定f是否为常数函数.

如果利用经典态作为输入,共需2n+1次计算

来解决此问题.而利用量子叠加态作为输入,则只需

要运行一次量子黑盒,就可以得到肯定的结果.过程

如下:首先,利用1个辅助量子位,将n+1量子位的

Walsh-Hadamard变换 H熱(n+1)作用在|0暤n|1暤态
上,得到输入态

H熱(n+1)旤0暤n旤1暤

= 1
2n/2暺

2n-1

x=0
旤x( )暤 1

2
(旤0暤-旤1暤)暋. (14)

然后进行Uf操作,得到

UfH 熱(n+1)旤0暤n旤1暤

= 1
2n/2暺

2n-1

x=0

(-1)f(x)旤x( )暤 1
2

(旤0暤-旤1暤)暋.

(15)

再对前n个输入量子位进行H 熱n操作,得到

1
2n/2暺

2n-1

x=0

(-1)f(x)暺
2n-1

y=0

(-1)x·y旤y暤暋. (16)

此时测量前n个量子位,如果测得|00…0暤态时,
说明f(x)是 常 数 函 数;如 果 测 得 的 状 态 不 是

|00…0暤态时,说明f(x)是对称函数.可见,相对

于经典算法的2n+1次计算,Deutsch-Jozsa量子

算法只需一次黑盒计算就解决问题,它实现了“相对

黑盒暠的指数加速.
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6暋舒尔大数质因子分解算法

舒尔大数质因子分解算法[3]是一个典型的实现

指数加速的量子算法.根据经典计算复杂性理论,分
解大数质因子属于 NP困难问题(即没有多项式算

法的问题,但不是 NPC问题),而在量子计算机上利

用舒尔大数质因子分解算法,可以在多项式时间解

决这一问题,实现了计算的指数加速.
找两个质数的乘积是一个很容易进行的运算.

可是如果反过来,把一个乘积分解成两个质数的乘

积,则相对于前者是一个麻烦得多的问题.一般情况

下,一个大数N,我们要将其分解,约需要计算 N

=2
1
2log2N 步.计算的步数与大数的位数成指数增长

关系.一个600位的大数,使用目前最快的计算机,
居然要用比整个宇宙的年龄还要长的时间才能分解

出.目前广泛使用的RSA密钥系统的基础即是假定

不存在快的大数分解算法.而使得RSA密钥系统受

到巨大挑战,同时也推动了人类对量子计算机的研

究.在量子计算机上实现舒尔的大数分解算法,分解

一个L位的大数,计算步数下降为O(L3).
假定要分解的大数为N,舒尔算法的过程如下:
(1)随机选取a(a<N 并与N 互质),用量子算

法求函数f(x)=axmodN 的周期T.
(2)若 T 为奇数,则返回 1,重新选取a;若

T 为偶数,则取y=aT/2.
(3)求得y 后,用欧几里德辗转相除法求得

y-1,y+1与 N 的最大公约数n1,n2,则可以找到

质因子.
以上 算 法 的 关 键 在 于 求 得 函 数 f(x)=

axmodN 的周期T,这是量子计算机体现其优越性

的地方.以上算法在经典计算机上进行时,需要使用

比量子计算机指数多的物理资源,同时计算步骤也

是呈指数增加的.

7暋相位估计算法[23,24]

假设酉算符U 有一个本征矢量|u暤,相应的本

征值是e2毿i毤,毤是未知的.相位估计算法的目的就是

要将相位毤估算出来.这个算法可以用于构造许多

其他量子算法.
算法的输入:(1)一个能够运行受控Uj 运算的

系统,j是一个任意的整数;(2)U的一个具有本征

值e2毿i毤u的本征矢量|u暤;(3)t=n+log(2+ 1
2毰

)个

量子比特,将这些量子比特初始化到|0暤上.
算法的输出:相位毤u 的n 比特近似毤u

~ .
算法的运行时间:O(t2)个运算以及调用一次受

控Uj 运算,能够以1-毰的成功概率得到近似相位.
具体的过程是:
(1)准备初始态|0暤|u暤;

(2)制备叠加态 1
2t

暺2t-1
j=0 |j暤|u暤;

(3)调用受控Uj 运算,得到 1
2t暺

2t-1

j=0旤j暤Uj旤u暤=

1
2t暺

2t-1

j=0e
2毿ij毤u旤j暤旤u暤;

(4)做一次逆向傅里叶变换,得到|氉u
~|u暤;

(5)测量第一个存储器,得到毤u
~ .

相位估计算法可以用于其他的量子算法,例如,
求周期函数的周期,量子时钟同步算法等.通过递推

的方法,可以使用有限的比特数目,得到任意高精度

的相位估计,这就是改进的递推相位估计算法[25],
每一次递推给出相位的一个新的有效比特值.实验

上递推相位估计算法是在2007年演示的[26].

8暋葛洛沃量子搜索算法

1996年,葛洛沃提出了非结构化数据库的量子

搜索算法,又称为葛洛沃算法[3].该算法的时间复

杂度为O( N),与经典算法的平均复杂度为O(N)
相比,葛洛沃量子搜索算法实现了计算的平方加速.

葛洛沃量子搜索算法要解决的问题是:在n个

量子比特的非结构化数据库中,有 N=2n 个量子基

态|i暤,i=1,2,… ,N,其中只有一个目标态|氂暤满
足某一量子黑盒的查询函数C(i)=1,其他量子态

都使得查询函数C(i)=0.量子搜索算法是以尽可

能大的概率将目标态|氂暤找到.
葛洛沃搜索算法包括以下步骤:
(1)数据库初始化.首先,n量子比特的寄存器

处在|0暤态上,实施n 量子比特的 Walsh-Had灢
amard操作W =H熱n ,此时数据库被初始化为一个

平均叠加态

旤氉0暤=W旤0暤= 1
N暺

i
旤i暤=sin毬旤氂暤+cos毬旤c暤,

(17)
其中
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旤c暤= 1
N-1暺i曎氂

旤i暤,毬=arcsin( 1
N

).(18)

暋暋(2)进行葛洛沃搜索迭代O( N )次,然后对

n量子比特状态进行测量,以一定概率得到目标量

子态|氂暤.葛洛沃搜索迭代包括4个子步骤.
步骤1:反转目标态|氂暤的相位,而其他态保持

不变,这个作用可以表示为

I氂=I-2旤氂暤暣氂旤暋. (19)
对目标态|氂暤的相位反转是通过查询函数C(x)来

完成的,如果基态x 满足C(x)=1,则对x 态附加

一个相位毿;否则保持x 态不变.
步骤2:进行n量子比特的 Walsh-Hadamard

变换,W = H熱n.
步骤3:反转除|0暤态之外的所有基态的相位,

而保持|0暤态不变,这个作用可以表示为

-I0= -I+2旤0暤暣0旤暋. (20)

暋暋步骤4:进行n量子比特的 Walsh-Hadamard
变换,W =H熱n.

步骤2至步骤4的过程,相当于对平均量子态

进行了一个反转,将这个操作称为扩散操作,记为D.
扩散操作D=-WI0W,D 在以|i暤(i=1,2,… ,N)
为基矢的 Hilbert空间当中的矩阵元为

Dij =

2
N

,i曎j

2
N -1,i={ j

暋. (21)

通过分析发现,扩散操作D 还可以表示为

D=-WI0W=W(2旤0暤暣0旤-I)W=2旤氉暤暣氉旤-I,
(22)

其中|氉暤就是n量子比特系统的初态.我们用G 来

表示葛洛沃搜索迭代的操作,则

G= -WI0WI氂= (2旤氉暤暣氉旤-I)(I-2旤氂暤暣氂旤)暋,
(23)

可以从一种更直观的几何可视化角度去理解葛洛沃

量子搜索算法,即在以|氂暤态和|c暤态为基矢的二维

Hilbert空间中,葛洛沃迭代操作G 可以表示为

G=
cos2毬 sin2毬
-sin2毬 cos

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú毬

暋. (24)

I氂 可以看作是使态在二维平面内绕|c暤态做镜面反

射的操作;2|氉暤暣氉|-I可以看作是使态在二维平面

内绕|氉暤态做镜面反射的操作.单个葛洛沃搜索迭代

G 的整体作用可以看作是在二维平面内沿逆时针方

向旋转2毬角度.因此,在连续j次搜索迭代之后,数
据库的量子态变为

旤氉j暤=cos[(2j+1)毬]旤c暤+sin[(2j+1)毬]旤氂暤暋.
(25)

如果要以尽可能大的概率搜索到目标态|氂暤,则需

要尽可能满足条件sin[(2j+1)毬]=1,因此最佳的

搜索迭代步数是

jop=
jm暋暋暋暋暋当jm 为整数时

INT[jm]+1当jm
{ 不为整数时

暋,(26)

其中

jm =毿
4毬

-1
2暋, (27)

INT[]表示对实数取整.显然,jop曋毿 N/4.由

(25)式可知,对于某个特定的数据库,(2jop+1)毬不

一定恰好等于毿/2,因此葛洛沃搜索算法的最大成

功率不一定为100%,它是一个随迭代步数j变换

的周期性函数.

9暋相位匹配与精确量子搜索算法

虽然葛洛沃算法的搜索成功率很大,但是它有

缺陷.它的搜索成功率只是在只有4个数据的时候

才是100%.即使在数据库很大的时候,如果标记态

的数量比较大,葛洛沃算法的成功率也会很低.例
如,如果标记态的数目是数据库的一半的时候,标准

的葛洛沃算法就失败了.
葛洛沃等人曾认为,如果将葛洛沃算法中的两

个相位取反,换成任意角度的转动,搜索算法依然可

以成功.后来证明,葛洛沃的这个判断是错误的.在
一般的相位转动下,两个转动的角度,也就是两个相

位必须满足相位匹配条件[28—30].一般相位转动下的

量子搜索算法的搜索操作(或者叫做搜索引擎)是

G=-UR0U-1R氂,暋暋暋暋暋暋暋
暋暋R0=I+(ei毴-1)旤0暤暣0旤,暋暋暋暋暋暋

R氂=I+(ei毤 -1)暺
k

旤氂k暤暣氂k旤暋, (28)

其中毴和毤 为两个相位转角.相位匹配条件和数据

库的形式有关,对于均匀分布的初始态数据库,相位

匹配条件为

毴=毤暋. (29)
而对于一般性的量子数据库,

旤氉0暤=sin毴0旤氂暤+cos毴0ei毮旤c暤暋, (30)
其相位匹配条件是

tan毴
2

[cos2毬+tan毴0cos毮sin2毬]暋暋

=tan毤
2

[1-tan毴0sin毮sin2毬tan
毴
2

]暋, (31)
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其中sin毬= 暣氂|U|0暤是搜索引擎中的幺正算符的矩阵

元,对于标准的 Hadmard算符,其值就是1/ N.
相位匹配条件是量子搜索算法成功的必要条

件.而葛洛沃算法的成功率不是100%的主要原因

是,用一个固定的180度转动对任意的数据库进行

搜索,这种粗糙的相位转动选择导致了搜索成功率

的降低.2001年构建的改进葛洛沃算法,可以精确

地给出标记态[16].对于含有1个目标态的 N 条目

非结构化量子数据库,该算法经过数次搜索迭代,可
以以100%的成功率将目标态搜索到.其算法过程

如下:对于N 个基态的平均叠加态的数据库,

旤氉0暤= 1
N

(旤0暤+旤1暤+…+旤氂暤+…+旤N-1暤).

(32)
搜索引擎为

L=-WR0WR氂 暋,暋暋暋暋暋
R氂=I+(ei毤 -1)旤氂暤暣氂旤暋 ,暋 (33)

R0=I+(ei毤 -1)旤0暤暣0旤暋,暋
其中

毤=2arcsinsin 毿
4JL+
æ

è
ç

ö

ø
÷

6
æ

è
ç

ö

ø
÷N ,JL 炁Jop.(34)

需要特别指出,这里的角度不是唯一的.这里有一个

最小的搜索次数jop,比这个数大的任意整数都可

以.在以|氂 暤态和|c暤态为基矢张开的二维 Hilbert
空间中,搜索迭代L可以表示为矩阵形式:

L=-WR0WR氂暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

=
-ei毤(1+(ei毤-1)sin2毬)-(ei毤-1)sin毬cos毬
-ei毤(ei毤-1)sin毬cos毬-ei毤+(ei毤-1)sin2

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú毬

,

(35)
对形如(34)式的初始数据库进行jop次的搜索迭代

L,然后对其测量,将会以100%的成功率找到目标

态.在此算法中,经过jop次搜索迭代后,量子寄存器

态矢量变为

Ljop旤氉0暤=ei[jop
(毿+毤)+

毿-毤
2 ]旤氂暤暋, (36)

其中ei[jop
(毿+毤)+

毿-毤
2 ]是一个没有物理效应的整体相

位.因此该算法可以以100%的成功率搜索到目标

态|氂暤.

10暋定点搜索算法

最近与葛洛沃算法有关的一个发展是定点量子

搜索算法[31,32].在葛洛沃算法中,搜索成功的概率

是搜索次数的三角函数,错过了最佳搜索次数之后,

搜索成功的概率随着搜索次数的增加反而减少.葛
洛沃定点搜索算法解决了这一问题.给定初始态是

均匀量子力学叠加态,即

旤氉0暤= 1
N 暺

N-1

j=0
旤j暤暋. (37)

暋暋第一次搜索的时候是采用标准的葛洛沃算符

S0=HR0HR氂,在搜索的第二步中,将S0 来代替上

一步中的 H,即S1=S0R0S-1
0 R氂.一般情况下,第j

步搜索的算符为Sj =Sj-1R0S-1
j-1R氂 .而这里I0 和

R氂 都是毿/3的相位转动.可以证明,在这样的算法

中,随着搜索次数的增加,量子计算机的状态波函数

越来越接近目标态,是一个定点搜索算法.但是这个

算法所需要的步骤是O(3n),比经典搜索算法需要

的步骤还多.这个算法在空间资源上比经典算法节

约,只需要n个量子比特即可,而在经典计算机中所

需要的比特数目至少是n2n 个比特.

11暋 结束语

舒尔算法和葛洛沃算法极大地推动了量子计算

机的研究.如何从物理上实现量子计算机是当前和

今后一段时间内的重要科学问题,这也是一个巨大

的科学研究挑战.随着这一目标的逐渐实现,量子算

法的研究会越来越重要,并且成为量子计算研究的

主要内容.具有大数量比特的量子计算机在短时间

内尚不能研制,而十几个甚至几十个比特的量子计

算机有可能在近期研制成功.而这一规模的量子计

算机可以进行相当多的量子体系的量子仿真研究.
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