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解说量子纠缠理论*

费少明昄

(首都师范大学数学科学学院暋北京暋100048)

摘暋要暋暋量子纠缠态在量子信息处理,如量子隐形传态、量子密集码、量子纠错、量子保密通信、量子计算等过程中

起了十分重要的作用.量子纠缠理论主要研究量子态的纠缠刻画、分类及其在量子信息处理中的应用.文章介绍了量

子纠缠理论中的一些基本概念和结果,其中包括:量子力学的实在性、局域性的讨论与Bell不等式的联系,Bell不等式

与量子态可分性间的关系;纯态和混合态可分性的定义及若干判别准则(包括矩阵正映照方法、部分转置判据、约化

判据、重排判据、纠缠见证、协方差判据及局域测不准关系判据);部分纠缠度量的介绍(包括纠缠形成、并发度、相对

熵、负度、缠结和纠缠帮助,以及纠缠度量的计算和上下界的估算).
关键词暋暋量子纠缠,可分性,纠缠度

Anintroductiontothetheoryofquantumentanglement

FEI暋Shao灢Ming昄

(SchoolofMathematicalSciences,CapitalNormalUniversity,Beijing100048,China)

Abstract暋暋Quantumentangledstatesplayveryimportantrolesinquantuminformationprocessing,such
asquantumteleportation,densecoding,errorcorrection,cryptography,andcomputation.Thetheoryof
entanglementmainlyconcernsthecharacterizationofquantumentanglementandtheclassificationofquan灢
tumstates,aswellasitsapplicationsinquantuminformationprocessing.Wepresentsomebasicconcepts
andresults,including:therelationshipbetweenlocalityandrealityinquantummechanicsandBellinequali灢
ties,andthatbetweenBellinequalitiesandtheseparabilityofquantumstates;thedefinitionofseparability
forpureandmixedquantumstates,andsomeseparabilitycriteriasuchasthepositivemapapproach,posi灢
tivepartialtranspose,reductioncriterion,realignment,entanglementwitnesses,andthecovariancematrix
approachandlocaluncertaintyrelations;someentanglementmeasuressuchastheentanglementofforma灢
tion,concurrence,relativeentropy,negativity,tangle,entanglementofassistance,andtheirestimation;

thechangeinentanglementwhenthephysicalsystemevolvesorundergoesinteractionwiththeenviron灢
ment.
Keywords暋暋quantumentanglement,separability,entanglementmeasure

*暋国家自然科学基金(批准号:10875081)资助项目、北京市重点项

目(批准号:KZ200810028013)、北京市创新团队项目(批准号:

PHR201007107)

2010-7-26收到

昄 Email:feishm@mail.cnu.edu.cn

1暋引言

量子信息与计算是近年来发展很快的研究领

域,这方面研究的突破,有可能在计算、信息和通信

领域带来重大的变革、广泛的实际应用前景及经济

效益.其中量子计算给出了经典计算无法实现的高

速运算的可能性,量子信息处理具有经典信息处理

所没有的优越性及特殊性,例如,由于未知量子态的

不可克隆性,量子密钥的建立将更为可靠和安全.量
子信息理论也给出了众多全新的研究课题,如量子

计算方法[1,2]、量子克隆[3]、隐形传态 (teleporta灢
tion)[4]、量子纠错[5]、量子保密通信[6]、纠缠交换

(swapping)[7]、密集码(densecoding)[8]、远程量子
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态制备(remotestatepreparation)[9]等,这些研究把

数学、物理、计算、信息等许多领域紧密地结合了起

来.
量子信息处理与经典信息处理的本质区别在于

用到了物体的量子力学性质.正如薛定谔认为量子

纠缠是量子力学区别于经典力学的本质特性一

样[10],量子纠缠是量子信息处理的关键,是许多量

子信息处理过程所必不可少的[11].如在量子隐形传

态中,利用一对分别处于甲地与乙地的纠缠粒子,可
以把一个未知量子态(不是处于该态的粒子本身)从
甲地传到乙地.利用两个量子比特间的纠缠,也可以

做到只发送一个量子比特,而输送两个经典比特的

信息量.
然而人们对量子纠缠的认识还非常有限.在利

用量子纠缠进行信息处理中,纠缠态的纠缠程度往

往和信息处理的成功有密切关系.没有纠缠(纠缠度

为零)的态称为可分态.任意给出一个量子混合态,
我们还没有一般可操作的方法,充分必要地判断它

纠缠与否.对未知量子混合态,怎样从实验上通过

测量一些可观察量的平均值来判断纠缠,所知更少.
对于纠缠度的度量,目前也只是对于两个量子比特

的情形或者某些特殊的量子态有解析计算公式.一
般情形下,纠缠度量有定义,但计算极为困难.

本文主要介绍量子纠缠理论中的一些基本概念

和结果,包括量子纠缠与量子力学基本问题的联系,

Bell不等式与量子纠缠的关系,量子态可分的定义,
若干判别量子态可分的判据,量子纠缠态的纠缠度

的度量、解析计算及上下界估算等.

2暋量子力学与Bell不等式

2.1暋量子比特

一个经典比特只能处于两种不同的状态(0和

1)之一,一个量子比特的状态则可以是两种不同状

态的叠加态,一般可以用一个二维复矢量来描述,比
如电子等自旋为1/2的自旋态矢、光子的极化状态、
两能级原子的状态等.记 H 为二维复矢量空间,|0暤

和|1暤为 H 的基矢,例如,|1暤=
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,其中a,b暿为复系数,满足态矢量|毩暤长度为

1的归一化条件:|a|2+|b|2=1.由量子力学可知,
对态|毩暤在相应的基矢|0暤,|1暤下进行测量,则测得

态矢|0暤的概率为|暣0|毩暤|2=|a|2,测得|1暤的概率

为|暣1|毩暤|2=|b|2.
两个量子比特的状态|氉暤由张量空间 H 熱H

上的矢量描述,一般可以表为

旤氉暤=a11旤00暤+a12旤01暤+a21旤10暤+a22旤11暤暋,
(1)

其中aij暿 ,暺ij|aij|2=1,|ij暤曉|i暤熱|j暤,i,j=1,2.
这时|氉暤可以分为两类不同的态矢,一类是直积态:
(a1|1暤+b1|0暤)熱 (a2|1暤+b2|0暤),例如

1
2

(旤00暤+旤01暤)=旤0暤熱 1
2

(旤0暤+旤1暤).(2)

这类态称为可分态,表示处于该态的两个量子比特

间没有量子纠缠.物理上对第一个量子比特的测量,
其结果不影响对第二个比特的测量结果.对态(2)
(即(2)式表示的态)中第一个比特的测量,测得|0暤
的概率为1,对第二个比特的测量,测得|0暤和|1暤的
概率分别为1/2.另一类为纠缠态,写不成直积形式

的|氉暤称为纠缠态,例如

1
2

(旤00暤+旤11暤暋. (3)

处于态(3)(即(3)式表示的态)的两个量子比特称为

EPR(Einstein,Podolsky和Rosen的缩写)对.EPR
对中的两个比特,不论空间上相隔多远,对第一比特

的测量,会“瞬间暠改变第二比特的状态,从而对第二

比特的测量结果依赖于之前对第一比特的测量结

果,就算两次测量的时间间隔很短,短到光也不能在

该时间间隔内从第一比特所处的位置传到另一比特

处.物理上,如果对一个粒子的测量结果会影响到对

另一粒子的测量结果,则称这两粒子处在纠缠态,纠
缠反映了粒子间的一种量子关联.
2.2暋量子力学与实在性、局域性

1935年,爱因斯坦等三人发表文章[12],质疑量

子力学关于物理实在性的描述是否完备.他们认为,
一个“好暠的物理理论,应该既正确且完备.这里物理

实在性是指,在没有扰动物理系统的情况下,可以百

分之百地指出某个物理量的值,而不是上面关于测

量的概率解释.“没有扰动物理系统暠是指在上面对

态(3)测量时,两个量子比特的间隔是类空的,测量

是局域的.按照完备性的要求,测量得到特定结果的

概率,应该可以从某个未知的变量推导出来,这就是

所谓的隐变量(localhiddenvariable)模型.
Bell设计了一个实验来验证隐变量模型[13].有

两位观察者,分别对相隔“很远暠的物体甲和物体乙

测量N 个可观察量,每个可观察量取 M 个不同的
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值.设p(a,b|x,y)为对物体甲测变量x 得值a,
对物体乙测变量y 得值b 的概率,按照隐变量理

论,应该有p(a,b|x,y)=曇毇q(a|x,毸)q'(b|y,毸)

毺(d毸),其中毸是隐变量,q,q'分别为关于变量x 取

值为a 及变量y 取值为b的概率分布,毇 为概率空

间,毺(d毸)为概率空间测度.如果隐变量理论成立,
则应该有形式为| 暺

a,b,x,y
Ta,b

x,y|p(a,b|x,y)炂c的不

等式,其中c为一常数.然而Bell定理证明了,隐变

量模型不可能给出量子力学所能描述的结果.
对于离散有限维体系,可观察量为厄米矩阵.一

个厄米矩阵O 有实的本征值毸i,对应的本征矢量

|毻i暤构成一组完备的基矢,任何一个态矢量|氉暤都可

由|毻i暤展开.对态|氉暤测量O,得到毸i 的概率为|氉暤在
基矢量|毻i暤下展开的相应展开系数的绝对值平方.
多次测量后得到O 的平均值暣O暤= 暣氉|O|氉暤=
Tr(|氉暤暣氉|O)= Tr(氀O),其 中 Tr 表 示 求 迹,

氀=|氉暤暣氉|为对应于纯态|氉暤的密度矩阵,暣氉|=
(|氉暤)昄,昄表示矩阵的转置加共轭.如果|氉暤是个两

体态矢:|氉暤暿H 熱 H,而可观察量 O 可以写成

A熱B的形式,即对两个物体分别测量A 和B,则当

|氉暤是可分态时:|氉暤=|毤1暤熱|毤2暤,平均值为暣O暤=
暣氉|A熱B|氉暤曉暣氉|AB|氉暤=暣毤1|A|毤1暤暣毤2|B|

毤2暤,易见此时总的平均值是A 的平均值和B 的平

均值的简单乘积.
Clauser-Horne-Shimony-Holt(CHSH)对

维数都为2的两体情形,构造了一个有名的 CHSH
不等式[14]:对第一个物体测量A1,A2,对第二个物

体测量B1,B2,它们的取值都为+1或-1,如果隐

变量模型成立,则容易验证

|暣A1熱B1+ A1熱B2+ A2熱B1- A2熱B2暤|炂2,
(4)

其中A1熱B1+A1熱B2+A2熱B1-A2熱B2曉B称

为Bell算子.
实际上(4)式只在态为可分时成立.当态有纠缠

态时,总能找到合适的可观察量A1,A2,B1 和B2,
使得不等式 (4)被违反.例如取|氉暤= (|01暤-

|10暤)/2,A1=氁1,A2=氁3,B1=(氁1+氁3)/2,B2=
(氁1-氁3)/2,氁1,氁3 为泡利矩阵,则可得Bell算子B
的平均值为22,比2大.

这种在隐变量模型下成立,而可以被量子力学

违背的 Bell类的不等式,已经有很多构造.比如对

三量子比特情形,有 Mermin不等式[15]:
|暣A2B1C1暤+暣A1B2C1暤+暣A1B1C2暤-暣A2B2C2暤|炂2,

(5)

其中Ai,Bi,Ci,i=1,2,分别对应三个量子比特的

可观察量.可以证明(5)式可以被量子力学纠缠态所

违背,最大违背值为4.
Bell类不等式的违反在实验上也得到了进一步

的证实[16].为了在证实局域实在性的不可能时,避

免实验误差及对实验中具体态的依赖所引起的不确

定性,人们还试图设计出所谓无漏洞(loophole灢
free)的Bell不等式[17].
2.3暋Bell不等式及可分性

从前面我们看到,Bell不等式与量子纠缠有密

切的联系.从实验上判断两个粒子是否有量子纠缠,
需要通过测量一些可观察量的平均值来分析,Bell
不等式提供了实验上判断粒子是否处于纠缠态的方

法.事实上可以证明,对于两比特量子态(1),不等式

(4)成立的充分必要条件是该量子态是可分的.对一

般高维及多体情形,量子态的可分性有类似定义.设

H 为N 维复矢量空间,其基矢量为|i暤,i=1,…,N.
一个多体量子态是张量空间|氉暤暿H熱H熱…熱H
上的矢量,

旤氉暤= 暺
N

i,j…k=1
aij…k旤ij…k暤,aij…k 暿 暋.(6)

如果|氉暤可以表为直积形式:(暺N
i=1ai|i暤)熱(暺N

j=1bj

|j暤)熱…熱(暺N
k=1ck|k暤),则称|氉暤是可分的,也称完

全可分,这时所有粒子间没有任何纠缠,对任一单体

的测量结果不影响对其他粒子的测量结果.
人们已经构造了许多Bell类不等式[18],来判断

各种情形下的可分问题,但这些不等式大都是态可

分时需要满足的必要条件,往往只对一些特殊态才

是充分必要条件.怎样构造由局域可观察量构成的、
类似(4)式中的 Bell算子,以便充分必要地判断一

个多粒子体系是否可分,一直是未解决的问题.不等

式(4)给出了两量子比特态可分的充分必要条件,文
献[19]中给出了三量子比特态可分的充分必要条

件.是否总是存在一组完备的 Bell不等式,可以充

分必要地判断任一量子态的可分性? Gisin给出了

一个重要的定理:对于两体纠缠纯态,总存在 Bell
不等式,被这个两体纠缠态违反.文献[20]给出了一

组多体情形的Bell不等式,它们可以充分必要地判

断任意多体量子纯态的可分性.

3暋量子态的可分性

由于外界环境的影响,所研究的对象往往成为

与一个大系统有相互作用的子系统.一个子系统的
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量子状态一般是混合态,由密度矩阵描述.对该子系

统测量算子O 的平均值为暣O暤= Tr(氀O),其中密度

矩阵氀一般可以表为

氀=暺pi旤氉i暤暣氉i旤,0<pi 炂1,暺pi=1,

(7)
其中|氉i暤是归一化的纯态矢量.由上面表示可知,氀
是迹为1(Tr(氀)=1)的厄米的半正定矩阵.但是对

于给定的迹为1的厄米半正定矩阵,(7)式右边的展

开形式不是唯一的,事实上有无穷多种表示.
如果混合态氀存在一种展开形式,则(7)式中的

|氉i暤都是可分的,则称氀是可分的,否则称氀为纠缠

态.等价地,可分态也可以定义为

氀=暺
i
pi氀1

i 熱 … 熱氀n
i 暋暋暋暋暋暋暋

=暺
i
pi旤氉1

i暤暣氉1
i旤熱 … 熱旤氉n

i暤暣氉n
i旤,

其中氀j
i=|氉j

i暤暣氉j
i|是对应第j个粒子的密度矩阵.

对于一个给定的密度矩阵氀,确定它是可分态还是

纠缠态往往是一件十分困难的事情,目前还没有一

般的可分性判据,下面我们介绍部分已有的判据.
3.1暋正映照与可分性

把任意正的矩阵(本征值都大于或等于零)M
映照成正的矩阵的映照毇称为正映照,即M炁0炤
毇(M)曒0.设两粒子 A,B处于混合态氀 暿HA熱
HB,如果只对B粒子空间作正映照毇,而对 A 粒子

空间作恒等变换I,则(I熱毇)氀有可能不是正的,这
时称毇 为不完全正映照.使得(I熱毇)氀总是正的,

毇称为完全正映照.
正映照与量子态的可分性有密切联系,如果氀

是可分态,则(I熱毇)氀一定是正的,因为(I熱毇)总把

每一项直积态氀A 熱氀B
映成正的,(I熱毇)氀A 熱氀B=氀A

熱毇(氀B
)炁0.若氀不可分,则存在正映射毇,使(I熱

毇)氀不是正的,因此不是完全正映照的正映照可以

用来识别纠缠态.一个量子混合态氀可分的充分必

要条件是它对所有的正映照毇,(I熱毇)氀都是正

的[21].
要找全对高维矩阵的所有正映照,是十分困难

的事情.一个正映照的例子是矩阵的转置 T,即

M 炁0炤MT炁0,可 以 证 明 它 不 是 完 全 正 映 照.
毇(A)曻 (TrA)I-A也是正映照,但不是完全正映

照.对应这两个映照,我们有下面关于态可分的必要

判据.
(1)PPT 判 据:PPT(positivepartialtrans灢

pose)判据又称部分转置(半)正定判据,或Peres-

Horodecki判据[22].两体混态氀暿HA熱HB 的矩阵

元在矢量空间 HA 和 HB 的基矢下可以表示为

氀m毺,n毻=暣m|熱暣毺|氀|n暤熱|毻暤,其中指标 m,n(毺,毻)
对应空间 HA(HB),m毺(n毻)为行(列)指标.如果正

映照T 只作用在HA 空间上,即氀关于第一个子系

统作转置,称为矩阵氀的部分转置,我们有氀TAm毺,n毻=

氀n毺,m毻.类似地对第二个子系统的部分转置给出氀TB
m毺,n毻

=氀m毻,n毺
.根据正映照性质,我们有:若氀可分,则它的

部分 转 置 氀TA 炁 0.这 里 因 为 氀TB = (氀T )TA =
(氀TA)T,氀TA 炁0与氀TB 炁0等价.推广到多体情形,
有:可分态关于它的任一子系统的部分转置矩阵都

是半正定矩阵.
部分转置矩阵为半正定的态称为 PPT 态,可

分态必定是 PPT 态,但是 PPT 态不一定可分.文
献[23]证明了当 HA熱HB 的维数为2暳2或2暳3
(第一个空间维数是2,第二个空间维数是2或3)
时,PPT判据充分必要.

(2)约化(reduction)判据:若氀可分,则氀A 熱I-

氀炁0,I熱氀B-氀炁0,其中氀A = TrB(氀),氀B=TrA(氀)
为部分求迹得到的约化密度矩阵.该判据不比PPT
判据强[24],但它可以用来判断一个纠缠态能否提纯

(见4.3节):不满足约化判据的纠缠态一定是可提纯

的.
3.2暋矩阵重排(realignment)判据

矩阵重排是另外一个很重要的判据,与PPT判

据有很强的互补性.与一般正映照不同,矩阵重排是

将密度矩阵按照其定义的相应空间分块,把每一块

中的矩阵元排成一个新矩阵的行,再计算重新排列

的新矩阵的模.
设A=(aij)是m 暳n矩阵,定义Vec(A)是由

矩阵元aij排成的列矢量,Vec(A)=(a11,… ,am1,

a12,… ,am2,… ,a1n,… ,amn)T.设Z=(Zij)是

m暳m 分块矩阵,每一块Zij都是n暳n矩阵,重排

矩阵Z
~

是m2暳n2 矩阵,定义为:Z
~

曉(Vec(Z11)…

Vec(Zm1)… Vec(Z1m)… Vec(Zmm ))T.重排判据

说,如果m暳n的量子态氀可分,则氀的重排矩阵氀
~

的 KyFan模(奇异值和)满足暚氀
~暚炂1[25].

3.3暋纠缠见证(witness)
上面讨论的可分性判据是建立在量子态为已知

的基础上的,即密度矩阵已经给定.对于未知的量子

态,需要通过对一些力学量的实验测量来判断其可

分性.Bell不等式可以充分必要地判断纯态的可分

性,但 是 对 混 合 态 的 可 分 性 的 判 断 却 不 是 充 分
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的[20].文献[26]中给出了通过实验测量判断2暳2
(两量子比特)混态可分的充分必要的判据.对于一

般高维多体混态,只有一些可分的必要判据.
纠缠见证是一个力学量算子O,对于可分态氀s,

其平均值满足 Tr(O氀s)炁0,且至少存在某个纠缠

态氀e,使得 Tr(O氀e)< 0[21,27].直 观 上,超 曲 面

Tr(O氀)<0把整个态空间划分为两部分:一部分

包含了所有可分态及部分纠缠态;另一部分则只有

纠缠态.对这部分纠缠态,O 的平均值为负值,可以

被这个纠缠见证所识别.可知这个超曲面越是靠近

可分态集合的边界,能判别的纠缠态就越多.
3.4暋其他可分判据

关于可分的判据还有很多,例 如 控 制 (ma灢
jorization)判 据[28],推 广 的 重 排 判 据[29],值 域

(range)判据[30],低秩密度矩阵的充分必要可分判

据[31],由PPT态的正则形式得到的判据[32],从密度

矩阵的Bloch表示得到的判据[33,34],从量子力学测

不准关系得到的比重排判据更强的判据[35],协变矩

阵判据[36—39],关联矩阵判据[41],利用量子态在局部

过滤(localfltering)变换下不改变其可分性的性质,
把量子态先在局部过滤变换下化成标准形[42—44],再
应用关联矩阵判据,可以判别更多纠缠态.下面简单

介绍两体量子态的协方差矩阵判据和局域测不准关

系判据.
3.4.1暋两体协方差矩阵判据

考虑一个维数分别为d的两体系统HA熱HB,
设{Mk}为系统的一组可观测量,关于态氀的协方差

矩阵毭的第i行第j列元素的定义为

毭ij(氀,{Mk})=
暣MiMj暤+ 暣MjMi暤

2 -暣Mi暤暣Mj暤,

(8)
其中暣M暤=Tr(氀M)表示可观测量M 在量子态氀上

的平均值.
设Ak 和Bk 分别为d2 个作用在 HA 和 HB 上

的不可交换的可观测量,它们组成可观测量空间的

一组正交规一基,即Tr(AkAl)=毮k,l,Tr(BkBl)=
毮k,l,称 Ak 和 Bk 为 一 组 局 域 正 交 的 可 观 测 量

(LOOs).令 可 观 测 量 集 合 {Mk}= {Ak 熱I,

I熱Bk},则毭有分块矩阵的形式[37]:毭=
A C
CT

æ

è
ç

ö

ø
÷

B
,其

中A = 毭(氀A
,{Ak}),B = 毭(氀B

,{Bk}),Cij =
暣Ai熱Bj暤氀- 暣Ai暤氀A

暣Bj暤氀B
,氀A

和氀B
为氀的约化密

度矩阵.协方差矩阵判据说,如果氀可分,则矩阵C
同时满足下面的不等式:

暚C暚 炂
(1-Tr(氀2

A))+ (1-Tr(氀2
B))

2
,

暚C暚2 炂 (1-Tr(氀2
A))(1-Tr(氀2

B)),暋 (9)
其中暚C暚表示矩阵C的模,即C的奇异值求和.该
判据可以推广到多体系统[45].
3.4.2两体局域测不准关系判据

文献[35]将局域测不准关系用到了可分性问

题,文献[46]进一步证明了对于一组 LOOs,Ak 和

Bk,一个两体可分态氀满足,

1-暺
d2

k=1

暣Ak 熱Bk暤-1
2暺

d2

k=1

暣Ak 熱I+I熱Bk暤2 炁0.

(10)
测不准关系判据的严格强于重排判据,因此可以更

有效地鉴别PPT纠缠态.

4暋量子纠缠的度量

我们说一个可分态的纠缠度为零,对于非可分

态,则需要一个合适的量来度量其纠缠度的大小.基
于不同的考虑,纠缠度量有很多种,它们都必须满

足:对可分态,其纠缠度为零,在局部幺正变换下,纠
缠度不变,而在一般局部操作下,纠缠度不增加.下
面介绍几种主要的纠缠度量.
4.1暋形成纠缠度

形成纠缠度(entanglementofformation),也叫

纠缠形成,是对两体系统定义的[47].对于两体纯态,

|氉暤=暺
ij
aij|ij暤暿H熱H,其纠缠形成为E(|氉暤)=

-Tr(氀1log2氀1)= -Tr(氀2log2氀2),其中氀1=
AA昄= Tr2|氉暤暣氉|,氀2= (A昄A)* = Tr1|氉暤暣氉|,它
们为纯态对应的密度矩阵|氉暤暣氉|的约化密度矩阵,
矩阵(A)ij=aij.

对于混合态,氀=暺ipi|氉i暤暣氉i|,其纠缠形成为

E(氀)=inf暺
i
piE(旤氉i暤), (11)

其中inf表示对所有可能的氀的纯态分解取极小.由
于对给定的密度矩阵,其纯态分解有无穷多种,计算

E(氀)非常困难.当两体的空间 H 维数都是2时,即

一对量子比特情形,有E(|氉暤)=h(1+ 1-C2

2
),

其中h(x)=-xlog2x-(1-x)log2(1-x),C称

为并发度(concurrence).两比特量子纯态(1)式的

并发度为

C(旤氉暤)=2旤a11a22-a12a21旤. (12)
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易知纠缠形成是并发度的单调函数,故并发度本身

也是一种纠缠度量.混合态的并发度可以和(11)式
类似地定义:

C(氀)=inf暺ipiC(旤氉i暤)暋. (13)

计算可得[48]

C(氀)=max{0,毸1-毸2-毸3-毸4}暋, (14)

其中毸1炁毸2炁毸3炁毸4 为矩阵 氀氀
~ 的本征值,氀

~= (氁y

熱氁y)氀* (氁y熱氁y),氁y 是泡利矩阵.利用纠缠形成与

并发度间的单调关系,可得两量子比特混合态的纠

缠形成E(氀)=h(C(氀)).
对于高维情形,E(氀)尚无一般的公式.文献

[49]给出了 Werner态的纠缠形成的计算,文献

[50]给出了一类特殊高维量子态(Istropic态)的纠

缠形成的计算,文献[51]也给出了一类特殊高维量

子态的纠缠形成的计算.
虽然(11)式右边的极小很难计算,但是我们仍

然可以估算它的下界,文献[52]给出了E(氀)的一个

下界:对于m暳n(m炂n)的两体混态氀,其纠缠形成

满足

E(氀)炁

0,暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋毇=1,

h(毭(毇))+(1-毭(毇))log2(m-1),毇暿[1,4
(m-1)
m

],

log2(m-1)
m-2

(毇-m)+log2m,毇暿[4(m-1)
m

,m

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ],

(15)

其中毭(毇)= 1
m2(毇 + (m-1)(m-毇))2,h是

前面定义的二次熵函数,毇=max(暚氀TA 暚,暚氀
~暚)

取氀的部分转置矩阵及重排矩阵的模的最大值.这
个下界对纠缠形成可以精确计算的 Werner态及i灢
sotropic态,正好是精确值.
4.2暋并发度

(12)式表示的并发度是对双量子比特态定义

的,但可以推广到高维情形:对 N 暳N 维的两体纯

态|氉暤,其并发度为[53]

C(旤氉暤)= 2(1-Tr氀2
A)

暋暋暋暋= N
2(N -1) 暺

N

i,j,k,m=1
旤aikajm -aimajk旤2 .

(16)
当维数N=2时,由上式可给出(12)式.

高维混合态的并发度同样地可由(13)式定义,
除了对一些特殊量子态(2量子比特态,isotropic
态,Werner态),C(氀)也没有一般的解析计算公

式.文献[54]给出了一个解析下界估计,对于m暳n

(m炂n)的两体混态氀,

C(氀)炁 2
m(m-1)(max(暚氀TA 暚,暚氀

~暚)-1).

(17)
这个下界对并发度可以精确计算的 Werner态及

isotropic态,也正好是精确值.
从上面可见,下界和部分转置及重排这两个可

分性判据有关.实际上一个可分性判据,可以对应于

一个纠缠度的下界.对应混合态并发度的下界估算,
已经有更多的结果,文献[55]分别从测不准关系判

据、协方差矩阵判据、关联矩阵判据得到了并发度的

下界;文献[56]讨论了多体并发度的下界;文献[57]
给出了实验上可测的并发度的上下界.
4.3暋相对熵纠缠度及其他度量

满足纠缠度量基本要求的纠缠度量可以定义很

多.一个高维多体量子态包含很多参数,而纠缠度只

是描述量子态某种特殊性质中的一个参量,即态在

局域幺正变换下的不变量.根据出发点不同,可以定

义不同的纠缠度量.
相对熵纠缠度(relativeentropy)直观上是纠缠

态氀与其“最近暠的可分态氁之间的“距离暠[58],

ER(氀)=inf
氁暿S

Tr[氀(log氀-log氁)]暋.

它的几何意义很明确,对任意多体态都适用,但由于

可分态这个集合的“边界暠不清楚,这个“距离暠很难

计算.
负度(negativity)是根据纠缠态的密度矩阵在

部分转置后有负的本征值这一事实定义的,两体混

合态氀AB
的负度为[59]

N(氀AB
)=

暚氀TA
AB 暚 -1
2 暋.

如果氀AB
可分,则其部分转置矩阵氀TA

AB 炁0,模暚氀TA
AB 暚

为1,N(氀AB
)=0.氀TA

AB
的本征值负得越多,氀AB

的负

度越大.因为负度只涉及矩阵奇异值,计算起来比较

容易.
缠 结 (tangle)也 是 一 种 纠 缠 的 度 量,态

氀=暺ipi|氉i暤暣氉i|的缠结定义为

氂(氀)=inf暺
i
piC2(旤氉i暤).

氂(氀)与并发度C(氀)有些相似,在纯态时,两者等价,

氂(|氉暤)= C2(|氉暤).三体情形有三体缠结(three灢
tangle)或剩余缠结(residualtangle)[60].

纠缠帮助(entanglementofassistance)Ea 是在

三方共享一个三体量子纯态|氉ABC暤时,C方对粒子C
作操作,使得 A和B粒子间的纠缠达到所能达到的
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最大值[61],即

Ea(旤氉暤ABC)曉Ea(氀AB
)曉 max暺

i
piC(旤毤i暤AB)

其中氀AB
是|氉ABC暤对C部分求迹得到的约化密度矩阵,

极大取遍氀AB=暺ipi|毤i暤AB暣毤i|的所有纯态分解.纠缠

帮助的一般解析计算也是非常困难的,文献[62]给出

了它的一个下界估计.类似地,也可以定义纠缠帮助对

应的缠结氂a(旤毞暤ABC)=max{pi,氉i}暺
i
pi[C(旤氉i暤)]2,它

满足所谓的 monogamy关系[62].
4.4暋纠缠的演化

由于物理体系随时间的演化,系统的纠缠度也

会随之变化.演化分两种情况,一种是由物理体系

哈密顿量决定的演化,物理态随时间的变化可由初

始态及量子力学演化方程计算得到,故任一时刻体

系的纠缠度(比如并发度),可以由前面定义的公式

计算.这时可以有所谓的纠缠突然死亡(entangle灢
mentsuddendeath)及纠缠突然产生(entanglement
suddenbirth)的现象[63],可以在实验上观察到[64].
纠缠态在有限时间内演化为可分态及可分态在某个

时刻变成纠缠态这类现象的发生,与具体物理体系

的演化方式及初始条件有关.对于两量子比特情形,
从并发度的公式(14)可以看出,数学上当毸1-毸2-
毸3-毸4<0时,体系纠缠度保持为零;当演化到毸1-
毸2-毸3-毸4>0时,纠缠就“突然暠产生了.

纠缠的另一种演化是体系与外界环境发生相互

作用而导致态变化,从而导致纠缠度的变化.考虑

两粒子态氀AB
,如果 B粒子与环境发生相互作用,

则态一般演化为:氀曚AB = (I熱$ )氀AB
,其中$ 作用

在B空间上,表示 B粒子与环境的相互作用,这种

作用 一 般 可 由 Kraus 算 子 {Mi}来 描 述,氀 炤

氀曚= 暺iMi氀M昄
i,Mi满足暺iM昄

iMi=I.文献[65]给出

了两量子比特系统与环境相互作用下,并发度的演

化,给出了演化前后纠缠度间的一个简洁关系:

C[氀曚]=C[旤氈暤]C[氀$
],其中氀$ =(1熱$ )|毤暤锍毤|是

最大纠缠(EPR)态|毤暤(用(3)式表示)经过通道

$ 后的演化,即末态的并发度是初态的并发度与

EPR对演化后的并发度的乘积.文献[66]把上面结

果推广到了高维两体情形.文献[67]讨论了并发度

下界的演化问题.
与环境的相互作用会导致退相干,使一对原本

处于最大纠缠纯态的粒子,变成处于非最大纠缠的

混合态,从而影响利用纠缠态进行的量子信息处理.
为了克服这种由环境引起的不可避免的退相干,人
们提出了纠缠提纯的方法[68].假定甲乙两人拥有多

对处于混合态氀的粒子,氀A1,B1
,氀A2,B2

,...,其中粒子

A1,A2,…在甲手里,粒子B1,B2,…在乙手里,甲
乙双方分别对他们手中的粒子进行操作,使得某一

对粒子的状态变为氀曚,而氀曚的纠缠度比氀的大.再通

过获得多对处于氀曚态的粒子,提纯得到纠缠度比氀曚
更大的氀曞,如此循环下去,最后渐进地得到最大纠

缠态.但是并非所有纠缠态都是可以提纯的,不可提

纯的纠缠态称为约束纠缠(boundentangled)态.文
献[69]证明了所有部分转置正定的(PPT)纠缠态都

是约束纠缠态.怎样判断一个纠缠态是否可以提纯,
是一个尚未解决的问题.可以证明,凡是违反约化判

据的纠缠态,都是可以提纯的.文献[20,70]也给出

了可提纯的理论和实验的充分判据,文献[71]则讨

论了可提纯性的演化问题.另外是否存在部分转置

非正定的约束纠缠态,答案也还是未知的.

5暋结束语

由于量子纠缠在量子力学基本问题、量子计算、
量子信息处理等方面起的关键作用,量子纠缠理论

的研究有着重要的意义.我们已经简单介绍了量子

纠缠理论中量子态的可分性、纠缠度量及其估算.量
子纠缠 理 论 中 关 于 量 子 态 在 局 部 幺 正 变 换[72]、

LOCC[73]、SLOCC[74]等局部操作加经典通信下的

等价分类问题,以及量子纠缠理论在量子计算和信

息处理中的应用研究,因篇幅问题,没有介绍.另外

这里讨论的是离散有限维的情形,对连续变量情形

的量子纠缠问题,也有相应研究.
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