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摘暋要暋暋文章首先简要评述了目前强关联超冷费米原子体系的研究现状.由于缺少严格解和小相互作用参数,

强关联的量子气体一直缺乏清晰的理解.在该项研究工作中,文章作者提出了一种系统的维里级数展开方法来研

究强相互作用费米气体在高温下的热力学行为.方法中的控制小参量是易逸度,即exp(毺/kBT),其中毺是体系的化

学势.文章提出了一种实用的方法去计算均匀或势阱束缚下的费米气体的维里展开系数,并首次精确得到了第三

维里系数.文章将计算得到的热力学状态方程与最近的实验测量及量子蒙特卡罗模拟结果进行了比较.
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1暋引言

强关联费米系统的研究一直是令人感兴趣的课

题,也是现代物理中的难点问题.在现实生活中,这
种系统普遍存在:小到强子,夸克,大到中子星都是

强关联的费米系统.让人特别着迷并困惑的高温超

导体系也是强关联费米系统一个典型代表.最近几

年,在冷原子领域,Feshbach 共振技术的实现开辟
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了一条研究强关联费米子系统的新途径.利用共振

技术,实验科学家们能通过调节磁场来任意改变原

子之间的相互作用;比如,原子间的散射长度(它是

用来表征相互作用强度的物理量)可以从负值调到

正值,甚至是正负无穷大(这个极限情况称为幺正极

限“unitaritylimit暠).随着这个调节过程,在极低温

度下两组分(即自旋1/2)费米气体的基态可以从长

程关 联 的 库 珀 对 的 BCS(Bardeen- Cooper-
Schrieffer)超流状态过渡到紧束缚对(或分子)的玻

色-爱因斯坦凝聚态BEC(Bose-Einsteinconden灢
sation)[1].这就是我们通常所说的BCS-BEC渡越

交叉现象.在过渡区域,费米气体处于非常强的相互

作用下,并展现出一些奇异的性质.这个过渡区域的

研究将有助于人们理解谜一样的高温超导现象,能
够在地球上小小实验室中模拟几十万光年外中子星

内部发生的事情,并可能揭示人们所未知的物理机

制.
整个过渡区域中最让人感兴趣的是散射长度趋

于无穷大的幺正极限.由于散射长度趋于无穷大,所
以它不在体系的描述过程中出现;换言之,在幺正极

限下,我们可以只用一个特征尺度来描述体系的性

质,即原子间的距离.因此在这种极限下,体系将展

示出一种有趣的普适性标度行为[1,2].可是,由于缺

少严格解和小的相互作用参量(因此,标准微扰理论

的适用性也就存在质疑),人们对其深刻本质的理解

存在困惑.另外,数值计算的方法也不如人们预期的

那样有帮助.特别是对量子蒙特卡罗模拟方法来说,
由于臭名昭著的费米子符号问题的存在,无法预言

准确的物理结果[3—5].
从2003年起,这个领域的实验进展迅猛.目前

有8个实验组实现了BCS-BEC渡越交叉现象,并
给出非常漂亮的观测结果:动量分布[6]、密度[7]、相
互作用能[8]、量子涡旋态[9]、集体激发模式[10]、分子

的观测[11]、布拉格散射谱[12]和转变温度的测量[13]

等等.这些实验结果迫切需要理论理解,从而给理论

工作者一个巨大挑战[1].这里的难点问题是:如何找

到一个在BCS-BEC渡越交叉区域可控制从而可

靠的理论描述?
最近,我们提议,在适当的温度区域,半经典的

维里级数展开可以提供一个非常可靠的理论描述.
在这 里,可 控 的 小 参 量 是 体 系 的 “易 逸 度暠,即

z=exp(毺/kBT),这里毺 是体系的化学势,T 是温

度,kB 是玻尔兹曼常数.在温度非常高时,化学势以

对数方式趋于负无穷大,所以易逸度z将是一个远

小于1的量.因此,体系的所有物理量将可以展开成

为易逸度的一个收敛级数.这个想法最早是由何天

伦和他的合作者在2004年应用到冷原子领域[14].
在他们的先驱工作中,维里级数展开到第二阶,已知

的第二维里系数被用来探讨了均匀费米气体在幺正

极限下的高温热力学性质.强相互作用量子气体的

高阶维里系数是非常让人感兴趣的,但是在理论上

异常难求.
在这项研究工作中,我们提出了一个非常实用

的方法去计算均匀或势阱束缚下的费米气体的维里

展开系数,并首次精确得到了第三维里系数.基于这

些系数,我们计算了幺正极限下费米气体的热力学

状态方程,并将理论结果和最近的实验结果和量子

蒙特卡罗模拟结果进行了比较.我们的理论预言和

实验结果符合很好.我们预期,这项工作将提供一个

探讨强相互作用量子气体在正常状态下异常行为的

有力工具.这个研究结果已发表在2009年4月24
日的物理评论快报上[15].

2暋模型和结果

让我 们 考 虑 热 力 学 势 毟= -kBTlnZ,这 里

Z=Trexp[-(H-毺N)/kBT]是巨配分函数.进一

步,我 们 定 义n 粒 子 配 分 函 数 Qn =Trn[exp(-
H/kBT)],这里 Trn 表示对n 个粒子的所有量子

状态求迹.在高温下,易逸度z=exp(毺/kBT)将是

小量.我们可以将巨配分函数展开为z的级数形式:

Z=1+zQ1+z2Q2+… .相应地,我们也可以将热

力学势表示为z的级数形式:

毟=-kBTQ1[z+b2z2…+bnzn + …]. (1)
在上式中,我们定义了n阶维里系数bn.将巨配分函

数的级 数 展 开 式 代 入 到 热 力 学 势 的 定 义 中 (即

毟=-kBTlnZ),我们可以立即得到维里系数的表达

式(b1曉1):

b2=(Q2-Q2
1/2)/Q1

b3=(Q3-Q1Q2+Q3
1/3)/Q1 (2)

…
上述维里系数的定义是非常普遍的,不但适合

于均匀体系,同时也适用于外势束缚下的体系.根据

表达式,很容易看到,为了求第n阶维里系数,不可

避免地需要求出n个粒子体系的所有能量本征值

(为了求出Qn).这在物理上是非常容易理解的:在
温度非常高的情况下,粒子间的相互作用或统计(相
互)作用可以忽略不计,这时,在维里级数展开中只
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需保留首项就可以.随着温度的降低,我们需要逐渐

计入相互作用或统计作用,首先是两体,然后是三

体、四体,依次增加,这就意味着需要保留越来越多

的维里展开项.当温度降低达到一定程度时,必须考

虑任意粒子间的关联(比如n曻曓),这时体系就进

入了超流状态.从这可以看出,根据维里展开,我们

可以对强相互作用的量子气体在正常态的性质(如
两体对关联、三体关联等等)做出理解.这些少体关

联效应有时会引起一些很独特异常的物理现象.
在目前的实验中,为了防止原子逃逸,强相互作

用的费米气体必须要束缚在一个谐振子势阱中(通
常是光阱).针对这个实际情况,我们考虑了体系在

频率为氊 的各向同性谐振子势阱下的第二维里系

数和第三维里系数.这需要严格求解两粒子和三粒

子在谐振子势阱中本征态和本征值问题,然后计算

两粒子和三粒子的配分函数(Q2 和Q3).两粒子的

解比较简单,文献中已有充分探讨,三粒子体系的解

则非常复杂.我们给出了所有受相互作用影响的三

粒子本征态的通解形式和求解过程.具体的少粒子

哈密顿量和解法可参见文献[15].在图1中,我们给

出了三粒子体系在角动量l=1的子空间中相对能

谱结构随散射长度的变化情况.在实际计算中,对三

粒子问题,我们考虑了几十个角动量的子空间,并在

每个子空间中计算成千上万个能级,每个能级的计

算相对精度小于10-6.

图1暋三费米子(两个自旋向上,一个自旋向下,如插图所示)体

系在角动量l=1子空间的相对能谱图.这里,我们没有计入三

个粒子的总质心能量.第三个粒子围绕粒子1和2所构成对的

转动角动量是好量子数.体系基态具有角动量l=1,所以图中能

量最低的那个能级是体系的基态能级.随着相互作用的增强,即

散射 长 度 a 的 倒 数d/a 从 负 无 穷 大 变 为 正 无 穷 大 (这 里

d= 2淈/m氊 是谐振子势阱的特征长度),能谱从简单的结构

(即无相互作用极限)开始,变得趋于复杂

在此基础上,我们计算了谐振子势中费米气体的

第二和第三维里系数.图2展示了第二和第三维里系

数在不同温度下,随相互作用强度的变化关系.按定

义,维里系数会强烈依赖于温度.为了显示这个依赖

关系,我们考虑了粒子数 N=100的费米气体,并定

义了相应的费米简并温度TF= (3N)1/3(淈氊/kB)和费

米波矢kF= (24N)1/6/(d/ 2).相互作用强度可以

用一个无量纲的量1/(kFa)来表征.通常来说,强相互

作 用 的 BCS- BEC 渡 越 交 叉 区 域 对 应 于

-1<1/kFa<1.我们看到,随着相互作用的增强,第
二维里系数增加而第三维里系数减少.在图2中,为
了只显示相互作用的影响,我们在维里系数中减掉了

无相互作用情况下的相应维里系数b(1)
n (即减除无相

互作用情况下由于统计效应而引起的维里系数贡

献).图中很明显的一个特点是,维里系数在幺正极限

下对温度基本没有依赖关系.这是幺正极限下体系具

有普适性标度关系的一个特征.特别是对第三维里系

数来 说,我 们 发 现b3,曓 -b(1)
3,曓 曋-0.06833960+

O(N-2/3).第二项是有限大小势阱效应带来的对普适

标度关系的修正,它会随着体系粒子数的增加以

N-2/3的形式迅速消失.

图2暋在不同温度下,第二和第三维里系数随相互作用强度的变化图

进一步,根据得到的谐振子势阱下的维里系

数,我们可以利用公式(1)中的热力学势,根据标准

热力学关系N=-(灥毟/灥毺)T来确定体系的易逸度

或化学式,并根据公式S=-(灥毟/灥T)毺 来求出体系

的熵.进而,我们可以根据E=-毟+毺N+ST 来计

算体系的总能量.在幺正极限下,我们计算了相互作

用能(即总能量除去相应的无相互作用体系的能量)
和熵的关系,并将我们的理论预言和最近的杜克

(Duke)大学实验测量结果进行了比较,见图3.通过

比较,我们发现理论很好解释了在温度低于费米简

并温度(见图中箭头所示)时的若干实验测量数据.
这说明对势阱中强相互作用的费米气体,维里展开
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即使在温度低于简并温度时仍然适用.这是一个非

常有趣的发现,因为通常情况下,维里展开必须在远

高于费米简并温度时成立.

图3暋幺正极限下束缚在势阱中的费米气体状态方程.理论预言

(实线)和实验结果(方形符号)符合很好

为了理解这个现象,我们对势阱进行了局域密

度泛函近似处理.我们发现由于谐振子势阱的高态

密度,势阱中维里系数相对于均匀体系的维里系数

来说,将大为减小.这导致势阱中的维里级数展开收

敛很快,因此即使在温度低于费米简并温度时,维里

级数展开仍然有效.定量地来说,我们发现,在幺正

极限下,bn,曓 =bhom
n,曓/ n ,其中bhom

n,曓 是均匀体系在幺

正极限下的第n维里系数.
由此,我们容易得到均匀费米气体在幺正极限

下的第三维里系数:bhom
3,曓 =-0.29095295.这个结果

和已有的利用有效场论方法得到的结果(Rupak的

结果,见文献[16])是不一致的,甚至连符号也相反.
对幺正极限下的高温相互作用能,我们将我们的理

论预言、Rupak 的 结 果 和 最 新 的 量 子 蒙 特 卡 洛

(QMC)模拟结果[3,5]进行了比较,见图4.我们发现

我们的理论结果和量子蒙特卡洛模拟符合很好,而

Rupak的预言和量子蒙特卡洛模拟差别较大.

3暋结论1)

综上所述,利用半经典的维里系数级数展开方

法,我们研究了在费米简并温度附近强关联冷费米

气体的热力学行为.我们给出了一种非常有效的计

算束缚势阱和均匀体系的高阶维里系数的方法,并
应用这个方法首次计算了强相互作用费米气体的第

三维里系数.我们的理论结果很好地解释了在费米

简并温度左右的实验测量数据.更多高阶维里系数

的计算将有助于理解强相互作用费米气体在正常态

图4暋幺正极限下均匀费米气体的相互作用能.我们对维里展开理论

预言、最新的量子蒙特卡洛模拟和以往Rupak的结果进行了比较

下的行为.我们期望,维里级数方法将提供理解强相

互作用量子气体的一个有效手段.
值得指出,目前并没有温度高于费米简并温度

的实验测量结果.量子蒙特卡罗模拟结果在高温时

也存在较大的数值误差.我们严格的高温维里结果

对验证量子蒙特卡罗模拟结果的准确性和理解进一

步的实验结果,有着非常重要的意义.

1)暋2009年11月,法国巴黎高等师范学校的Salomon实验小组精

确测量了温度高于费米简并温度时强相互作用费米气体的状态方

程.在他们发表在 Nature系列杂志的预印本文章中[17],对我们的工

作做了大幅度的专门引用,指出实验测量准确地验证了我们预言的

第三维里系数.实验测量也给出了第四维里系数的实验值.文章表

明,第四维里系数的理论值可按照我们提出的方法进行计算
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