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一维无限深势阱中粒子的位置-动量不确定关系:
基于计算的讨论

刘家福1暋暋张昌芳1暋暋曹则贤2,昄

(1暋装甲兵工程学院基础部暋北京暋100072)

(2暋中国科学院物理研究所暋北京暋100190)

摘暋要暋暋不确定性原理是一个长期被误解和滥用了的概念.文章计算了一维无限深势阱中粒子的位置和动量的不

确定度曶x和曶p,指出它们遵守不确定性关系曶x·曶p炁淈/2的一般性结论,但曶x和曶p总是同向变化的.所谓

“此一量不确定度越大,彼一量不确定度越小暠式的表述是没有根据的.类似地,曶t和曶E(注意,曶意义已变)的同

向变化也早在实验上被观察到.
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1暋引言

不确定性原理(theuncertaintyprinciple,此前有汉

译测不准原理)是量子力学语境中时常出现的一个概

念[1].相 应 的 不 确 定 性 关 系,如 曶x曶p曒淈/2,

曶t曶E曒淈/2等等,时常会被用来估算粒子的能级、
粒子的大小或者碰撞实验所需的特征能量,有时还

会被当作支撑某些结论的基本论据.有必要指出,不
确定性原理纠结着太多的错误、误解和生硬的应

用[2,3].举例来说,上述的坐标-动量不确定性关系

和时间-能量不确定性关系,其中的曶就具有完全

不同的数学定义,而这显然不是一个原理级的关系

可以容忍的.又比如,一般理解中不确定性关系是某

种量子世界里才有的事物,而实际上早在1931年薛

定 谔 就 推 导 了 经 典 扩 散 方 程 主 导 的 不 确 定 性

关系 [4].关于不确定性原理及其传播和应用,有太

多值得探讨和批评的地方,本文作者之一(曹则贤)
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另有专门介绍[3],此处不再赘述.
1927年,海森堡(W·Heisenberg)第一次指出

粒子的位置和动量的不确定度的乘积不小于某个下

界———普朗克常量的量级[5].但是,海森堡没有赋予

不确定 度 具 体 的 定 义 (原 文 中 他 接 连 用 了 Un灢
bestimmtheit(不确定性),Unsicherheit(拿不准)
和 Ungenauigkeit(误差)三个不同的名词),也没有

试图给出数学证明.1929年,罗伯特森(H.P.Ro灢
bertson)将力学量的不确定度定义为算符在指定状

态下的值之均方差(variance),并“严格暠证明了不确

定性关系[4,6].
设表示粒子力学量A、B 的算符为痖、̂B,存在

不对易关系[痖,̂B]=îC].当粒子处于波函数毞(r)
描述的定态时,罗伯特森定义

A
-
=曇毞

- (r)̂A毞(r)d3r,

B
-

=曇毞
- (r)̂B毞(r)d3r,

C
-

=曇毞
- (r)̂C毞(r)d3r, (1)

(̂A-A-)2=曇毞
- (r)(̂A-A-)2毞(r)d3r,

(̂B-B-)2 =曇毞
- (r)(̂B-B-)2毞(r)d3r, (2)

其中,积分在粒子可能出现的整个坐标空间内进行.

记 曶A= (̂A-A-)2 ,曶B= (̂B-B-)2 ,罗
伯特森证明了

曶A·曶B 曒旤C
-
旤/2. (3)

暋暋在最简单的一维情况下,坐标和动量算符分别

为̂x=x,̂p=-i淈 d
dx

,它们是不对易的:[̂x,̂p]=i淈.

因此有

曶x·曶p曒淈/2 (4)
这就是人们常说的位置-动量不确定性关系.

上述一段推导在相当多的量子力学书中被认为是

数学上严格的证明,其实它远远不是.比如,在得到(3)
之前把含{̂A,̂B}=̂ÂB+̂B̂A 的一项给舍弃了,而此项却

恰恰可能取大的值,比[̂A,̂B]=̂ÂB-̂B̂A项能给出的更

大的值.(4)式当且仅当波函数为高斯函数时才能取等

号,是特例而非一般性结论,基于等号的讨论可能会

(实际上经常)导致无稽之谈.特别地,推导中(2)式中的

A- 无须定义为(1)式中的算符痖的平均值.这一点的证

明涉及深度的数学讨论,已经超出本文的范围.笔者指

出这些事实,只是为了让读者朋友理解,不确定性原理

的误用是有其深刻的根源的.
不确定性关系被当作是微粒波动性的体现,在

量子物理中具有基础性的地位.因此,量子力学的

教科书中都会对其进行介绍.本文所关切的一个问

题是,不确定性关系常常是以曶x·曶p~淈/2的形

式被曲解和误用.绝大多数的教科书会据曶x·曶p
曒淈/2进一步地发挥:在更精确地知道粒子位置的

同时,必然不能更精确地知道其动量;如果位置的不

确定度为零,则动量的不确定度必然趋于无穷大.
有的还加上“反之亦然暠的字样.更有甚者,一些作者

干脆把这里的“知道暠一词换作“测量暠,中文的“测不

准原理暠一词更强化了这种印象.上述论断也存在

于对待时间-能量的不确定性关系上,虽然所谓时

间-能量不确定性关系最早出现于1925年发表的

EugeneWigner的博士论文工作中(早于海森堡

1927年的论文)[7],且对时间-能量的不确定性不

存在上述罗伯特森式的证明.
本文中我们将指出,上述关于不确定性关系的

说法是不恰当的.通过对一维无限深势阱中粒子的

位置和动量不确定度的精确计算,我们将表明,曶x
和曶p的乘积,以及各自的变化趋势,都取决于具体

体系的波函数.就一维无限深势阱这个体系而言,

曶x和曶p具有相同的变化趋势.最后,连同关于时

间和能量不确定度在一些体系中同样地改变的实验

观察,再简略地做些讨论.

2暋一维无限深势阱中粒子的不确定度

考虑一质量为m 的微观粒子,处于一维无限深

势阱

U(x)= {曓,旤x旤曒a/2

0,旤x旤<a/2

中.在势阱之中(|x|<a/2),定态波函数毞(x)满足

薛定谔方程

-淈2

2m
d2

dx2毞(x)=E毞(x),

考虑到粒子在势阱之外出现概率为零的事实(即

毞(x)=0;|x|曒a/2),以及连续性(即毞(暲a/2)=0)
和归一化要求,解定态薛定谔方程得到粒子的波函数

和能量分别为

毞(x)=毞n(x)= 1
2a

[ei(
n毿
ax+

k
2毿)

+e-i(
n毿
ax+

k
2毿)],

(5)
和
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E=En =n2毿2淈2

2ma2 , (6)

其中,n=1,2,3,…是能量量子数,k是奇偶性与n
相异的整数.

利用罗伯特森的定义(1)式和(2)式,很容易求出

x- =曇
a/2

-a/2
毞* (x)x毞(x)dx=0,

p
-
x =曇

a/2

-a/2
毞* (x)̂px毞(x)dx=0,

(̂x-x-)2=曇
a/2

-a/2
毞* (x)(̂x-x-)2毞(x)dx

=(1
12- 1

2n2毿2)a2 暋,

(̂px -p
-
x)2=曇

a/2

-a/2
毞* (x)(̂px -p

-
x)2毞(x)dx

=n2毿2淈2

a2 暋,

亦即

曶x= 1
12- 1

2n2毿2a ,曶px =n毿淈
a

, (7)

由此,给出确切的粒子位置-动量的不确定性关系为

曶x·曶px = n2毿2

3 -2·淈
2 . (8)

3暋讨论

从计算结果(7)式和(8)式,可以看出

(1)由于能量量子数n曒1,此系统的位置-动

量不 确 定 度 的 乘 积 曶x· 曶p 曒 毿2

3 -2·淈
2

>淈/2,遵守(4)式所示的位置-动量不确定性关系

的一般性结论.
(2)粒子的位置不确定度、动量不确定度以及位

置-动量不确定度的乘积与粒子所处的状态有关.
对于给定的状态,它们都有确定的值.

(3)只有当粒子所处的状态改变时,其位置、动
量的不确定度才发生变化,而且它们的变化总是同

向的:当粒子状态向较高能级方向改变时,它们同时

增大.这一点实际上可以从波函数平方的图像上很

直观地看出.显然,在这里所谓的“如果更精确地知

道(或者测量)了一个量(不确定度小),必然会导致

另一个量更加不确定暠的说法是不恰当的.
(4)当粒子处于基态时(n=1),位置和动量的不

确定度最小

(曶x)min= 1
12- 1

2毿2a ,暋(曶px)min=毿淈
a

(9)

而当n曻曓时,

(曶x)n曻曓=(曶x)max= a
23

,暋(曶px)n曻曓曻曓暋 (10)

由此看来,对于给定的体系,并不一定存在粒子

位置或者动量的不确定度无限趋于零的可能;而且,
有趣的是,这里当动量不确定度无限增大时,位置的

不确定度不是要趋于零,而是趋近于一个最大值.这
个位置不确定度的极限实际上就是平均分布下的均

方差.
行文至此,有必要提及类似的时间-能量不确定

性关系对物理学和一些物理学家的影响.注意到时

间在量子力学中不能被当作算符,因此时间-能量

不确定性关系不存在罗伯特森式的证明;相应地,所
谓的曶t也不是均方差意义上的不确定度.人们曾为

时间-能量不确定性关系中的曶t和曶E附会上各种

不同的解释,其中之一是曶E 是跃迁能量而曶t是能

级寿命或者谱线的频宽 [4].一个广为流传的诠释是

能量宽度(或者差别)越大,相应的寿命应该越短.
2003年 夏 天 的 某 一 天,日 本 关 西 大 学 的 小 山 泰

(YasushiKoyama)教授敲开了笔者之一曹则贤的办

公室,讲述了他研究中的遭遇.在研究一类复杂分子

的发光时,他们注意到谱线能量越高,而谱线寿命越

长的现象.当小山泰教授在一次会议上报告他们的测

量结果时,他遭到了以“能量宽度(或者差别)越大,相
应的寿命应该越短暠为基本出发点的一通乱批,被指

责缺乏起码的常识.这种以对非严格知识的似是而非

的诠释之漫无节制的推广为基本出发点的态度,甚至

强大到怀疑严肃的测量结果.小山泰教授后来将结果

发表在ChemicalPhysicsLetters上[8],但是审慎地不

触及所谓的时间-能量不确定性问题.关于不确定性

原理的“此一量不确定度越大,彼一量不确定度越小暠
式的描述之威力,由此可见一斑.

所谓的不确定性关系,实际上只是指明了这样的

一个事实,即由非对易关系,或者仅仅是在方程中的

耦合关系(考虑经典扩散方程导出的不确定性关系),
决定了一对共轭变量的不确定度(均方差)的乘积具

有某个下限.但是,必须强调,不确定度由系统所处的

具体状态来确定,一对共轭变量的不确定度之间并不

必然存在相反趋势的变化.这从不确定性关系为一不

等式表达的形式上就可以明显看出.奇怪的是文献中

广泛流传着“此一量不确定度越大,彼一量不确定度

越小暠式的表述,并且一定程度上占据了部分物理学
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家的思想,被当作一些物理问题讨论的基本出发点,
因而也就造成了相当多的混乱认识.此一现象发生的

深层原因,留待科学史家详细探讨.
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