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Z2 拓扑不变量与拓扑绝缘体*
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摘暋要暋暋文章回顾了几种Z2 拓扑数的计算方法,并详细介绍了一种用非阿贝尔贝里联络表示绝缘体Z2 不变量的

计算方法.这种方法可以确定出一般能带绝缘体的拓扑性质,而不需要限定波函数的规范.利用这种新方法,文章作

者计算了二维石墨烯(graphene)系统的Z2 拓扑数,得到了和以前研究相一致的结论.
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1暋引言

在上世纪80年代以前,人们对物质状态进行分

类的主要依据是体系的对称性.朗道相变理论强调

了对称性的重要性,指出凝聚态物质中对称性的破

缺对应着相变的发生.对称性由序参量描述,对称性

破缺意味着序参量不为零的有序相的出现.但是在

发现整数量子霍尔效应(IQHE)后,人们发现这个

系统从平庸态变化到整数量子霍尔态并没有对称性

的变化,不存在局域序参量,对该物质态的描述需要

引入拓扑不变量的概念[1—3].具有不同的拓扑有序

态的系统必须由不同的拓扑不变量来进行描述.这
个概念极大地提升了人们对凝聚态物质中量子现象

的认识,在凝聚态物理发展历史中具有里程碑式的

重要意义.
1.1暋整数量子霍尔系统

1980年,冯·克利青在由半导体反型层所构成

的二维电子气中测量了强磁场下霍尔电阻随二维电

子气中电子浓度变化的关系,发现在浓度变化的过程

中,霍尔电导在一定浓度范围内保持不变,即出现霍

尔电导的平台,这些平台对应的数值为氁xy=ne2/h,
这里n为整数.这种效应称之为整数量子霍尔效

应[4].其物理机制为:当系统的外加磁场足够强和温

度足够低时,材料体内的所有电子都被局域化到了

分立的朗道能级上,形成一个完全绝缘的体态.但是

材料的边界上会形成一些没有“背散射暠的导电通道

(也就是不受杂质散射影响的理想导体),从而导致

量子霍尔效应的出现.随后人们发现这个整数n与

系统占据态在布里渊区中的拓扑性质有关[1,2]:

n=1
2毿曇d2kF , (1)

其中F=煥暳A 是贝里曲率,A=i暺M
m=1暣um(k)|煥k|
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um(k)暤是贝里联络,M 是占据态的数目.在数学上整

数n被称为第一陈数.整数量子霍尔系统的拓扑不变

量就由第一陈数来表征.从此拓扑学进入了凝聚态物

理学的研究领域.
1.2暋拓扑绝缘体和Z2 拓扑不变量

当系统存在时间反演对称性时,系统不存在霍

尔电流,霍尔电导为零,因此不论系统是否具有其

他的拓扑性质,第一陈数都等于零,这样就不能用第

一陈数来对具有时间反演对称性的系统进行拓扑分

类.2005年,Kane和 Mele提出了用Z2 拓扑数来表

征时间反演不变系统拓扑性质的方法[5].按照他们

提出的方法,所有时间反演不变的二维绝缘体系统

可以用Z2 数分成两类:一类是普通绝缘体,对应

Z2=0;另一类是拓扑绝缘体,对应Z2=1.图1给出

了这种分类直观的解释[6].这个概念还可以推广到

时间反演不变的三维系统[7—9],这时需要用4个Z2

拓扑数(1个强拓扑数,3个弱拓扑数)来描述系统的

拓扑性质[7,10—13].按照这种分类方法,三维时间反

演不变绝缘体系统可以分为平庸的普通绝缘体、弱
拓扑绝缘体和强拓扑绝缘体三类.其中强拓扑绝缘

体由于在所有方向的表面上都有狄拉克色散形式的

表面态,在理论和实验上都引起了广泛关注[14—25].
确定一个具有时间反演对称性的绝缘体系统是否具

有非平庸的拓扑性质,最直接的方法是计算系统的

Z2 拓扑数.因此本文的主要目的是介绍几种Z2 拓

扑数的计算方法.

图1暋 (a)普通绝缘体和(b)拓扑绝缘体能带中贯穿能隙的边界

态(表面态)[6](殻a 和殻b 是时间反演不变点,这些点上的能级是

2重简并的.图(a)中费米面和边界态相交次数是偶数次,在外

在扰动下,边界态可以被拉进体态中.因此这种形式的边界态

在拓扑上是不稳定的.图(b)中费米面和边界态相交奇数次,外

在的扰动只要不使得系统能隙发生闭合,能隙中始终存在边界

态,并且费米面和边界态相交奇数次.这种形式的边界态是稳定

的,受拓扑保护)

2暋Z2 拓扑不变量的计算

我们考虑的系统具有时间反演对称性,因此布

里渊区可以分成B+ 和B-2个部分(见图3).这2
个部分的波函数可以通过时间反演算符毴̂=i氁y橦 联

系起来(这里氁y 是泡利矩阵,橦 是复共轭算符).因
此在后面的讨论中,我们只需要将讨论的范围限制

在半个布里渊区B+ 中.下面我们将介绍几种等价

的Z2拓扑数的计算方法.
2.1暋通过Pfaffian方法计算Z2 拓扑数

在文献[25]中,Kane和 Mele引入了一个矩阵

mij=暣ui(k)|̂毴|uj(k)暤,这里|uj(k)暤=e-ikr|毞j(k)暤
是布洛赫波的周期部分,̂毴是时间反演算符,i,j=1,

2…,N,N 是电子占据的能带数.容易证明m(k)满
足mT (k)=-m(k),是反对称矩阵.对反对称矩

阵,我们可以计算它的Pfaffian并定义方程P(k):

P(k)=pf[暣ui(k)旤̂毴旤uj(k)暤] . (2)
如果P(k)在布里渊区中的零点是离散的,那么系统

的Z2 拓扑数就是半个布里渊区B+ 中零点个数的

奇偶性.如果P(k)在布里渊区中的零点是连续的,
那么系统的Z2 拓扑数是沿着半个布里渊区的边界

上P(k)符号改变次数一半的奇偶性[25].这两种情

况可以统一地写成下面的式子:

Z2= 1
2i毿犼

毠B+

dk·煥klog[P(k+i毮)]mod2 ,(3)

这里积分路径毠B+ 沿着半个布里渊区B+ 的边界,
引入毮可以避免积分发散.图2给出了不同参数下

石墨烯体系中P(k)零点分别为离散和连续情况的

图例[5].

图2暋P(k)的零点分布[5](a)零点为离散的情形;(b)零点为连

续的情形(其中殻,M 是布里渊区中的时间反演不变点,绿色曲

线C是绕着半个布里渊区边界的环路.图(a)中的k* ,-k* 分

别为2个离散零点,图(b)中红色曲线为连续零点所在的位置

(见《物理》网刊彩图,下同))

2006年,L.Fu和 C.L.Kane提出了用时间反

演极化定义Z2 拓扑数的方法.他们证明了Z2 拓扑

数的数值等于系统在自旋泵送周期过程中,自旋反

演极化在泵送起始点和中点上的差值.他们给出了

如下的方法来计算Z2 不变量[10],对占据态定义矩

阵:

氊ij(k)=暣ui(k)旤̂毴旤uj(-k)暤 . (4)
在布 里 渊 区 中 的 时 间 反 演 不 变 点 上,矩 阵 满 足
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氊T(殻毩)=-氊(殻毩).时间反演不变点殻毩 是布里渊区

中满足关系-k=k+G 的点,这里G 为倒空间基

矢.氊(殻毩)也是一个反对称矩阵,对反对称矩阵,它
的行列式等于它的 Pfaffian的平方,于是我们可以

定义一个数毮毩= pf[氊(殻毩)]
det[氊(殻毩)]

,毮毩 的取值只能是暲

1,然后通过下式我们可以计算出系统的Z2 拓扑数:

(-1)Z2 =暻
4

毩=1

pf[氊(殻毩)]
det[氊(殻毩)]

. (5)

需要注意的是,(5)式在形式上好像只和布里渊区

中的4个时间反演不变点处的占据态波函数有关.
但是在数值计算中,对每个时间反演不变点上满足

克拉默斯(Kramers)简并的能态,其排列顺序的改

变都会造成矩阵 Pfaffian符号的改变.因此要使

(5)式有意义,必须使波函数在半个布里渊区中连

续,使得这4个时间反演不变点的波函数在这个连

续规范下相互关联起来,这样才能得到确定的Z2拓

扑数.这个波函数连续的要求给数值计算带来了不

少困难,但是当系统具有空间反演对称性的时候,

Z2拓扑数的计算会得到很大简化.这时只需要计算

布里渊区中时间反演不变点处占据态波函数宇称的

乘积[10]:

毮a =暻
M

m=1
毼2m(殻毩) , (6)

这里占据态的数目为2M,毼i 是殻毩 点第i个波函数

的宇称.殻毩 点的波函数具有 Kramers二重简并,有
相同的宇称,所以求积中只取Kramers简并态中一

个波函数的宇称.系统的Z2 拓扑数由下式确定:

(-1)Z2 =暻
4

毩=1
毮a . (7)

2.2暋通过贝里联络和贝里曲率计算Z2 拓扑数

Z2 拓扑数也可以按照类似计算陈数的方法,通
过 布 里 渊 区 中 的 贝 里 联 络 和 贝 里 曲 率 进 行 计

算[12,26,27].不过现在由于系统存在时间反演对称

性,这里的积分只需要限制在半个布里渊区中(见
图3).L.Fu和 Kane给出了计算Z2 拓扑数的如下

表达式[28]:

Z2= 1
2毿

[犼
毠B+

dl·A(k)-曇
B+

d2kF(k)]mod2 , (8)

其中F=煥暳A 是贝里曲率,A=i暺M
m=1暣um(k)|煥k

|um(k)暤是贝里联络,M 是占据态的数目,B+ =
[-毿,毿]熱[-毿,0].如果波函数在B+ 上光滑连续,
那么根据斯托克斯公式,(8)式等于0.因此要使得

(8)式的计算结果有意义,需要给波函数加上如下

图3暋对二维系统的布里渊区进行格点化(由于系统具有时间反

演对称性,可以把布里渊区(BZ)分成图中所示的 B+ (深色部

分)和B-(浅色部分)两个部分.B+ 和B- 中的波函数互为时间

反演态.蓝色圆点是时间反演不变点)

规范限制条件:

旤ui(-k)暤=̂毴旤ui(k)暤 . (9)
对具有非平庸拓扑性质的系统,不可能找到在B+

上光滑且同时满足限制条件(9)式这样的波函数.因
此,Z2=1表明系统存在一个拓扑阻塞.

为了便于数值计算,可以在布里渊区中取均匀

的离散格点,这样 (8)式中的贝里联络和贝里曲率

可以写成如下形式:

F(kl)=Imlog[U毺(kl)U毻(kl+毺)U-1
毺 (kl

+毻)U-1
毻 (kl)] ,暋暋暋暋暋 (10)

A毺(kl)=ImlogU毺(kl) , (11)
其中U毺(kl)=det暚暣um(kl)|un(kl+毺)暤暚,毺,毻表

示离散布里渊区中倒格矢G1,G2 方向上相邻格点

间的距离矢量,式中log的值限制在[-毿,毿].这样

在离散布里渊区上的每个方格中可以定义一个整数

场:

n(kl)=1
2毿

{[殼毻A毺(kl)-殼毺A毻(kl)]-F(kl)} .

(12)

Z2 拓扑数由半个布里渊区B+ 上这些整数场之和得

到:

Z2= 暺
kl暿B+

n(kl)mod2 . (13)

对波函数取不同的规范,整数场n(kl)的分布会有

所改变,但是在半个布里渊区中,n(kl)之和的奇偶

性与波函数的规范无关.
2.3暋通过非阿贝尔贝里联络表示Z2 不变量的计算

方法

下面我们介绍一种用非阿贝尔贝里联络表示
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Z2 拓扑数的计算方法[29].这个方法只需要用到满

足平移不变性的体材料波函数的信息,而且不需要

限制布里渊区中的波函数满足光滑连续的规范,从
而可以极大地简化计算.这个方法对满足和不满足

空间反演对称性的系统都适用.计算结果也非常直

观,很容易判断出系统的拓扑性质.同时,这种新方

法还把Z2 拓扑数跟非阿贝尔贝里联络联系在一起,
提供了一种直观地观测和理解Z2 拓扑数的崭新视

角,具有深刻的物理意义.
这种方法的主要思想是,计算等效一维系统的

瓦尼尔函数心的演化.我们将看到,系统的瓦尼尔函

数心的演化方式确定了系统的拓扑性质.下面我们

先给出这个方法的数学表达式和证明,然后基于这

种方法,在数值上计算了一般绝缘体系统的Z2 拓

扑数.
2.3.1暋等效一维系统的瓦尼尔函数心

三维系统的拓扑性质可以通过降低维度变成

2个二维系统来计算.举例来说,我们在由kx,ky,kz

张成的三维倒空间中,取kz=0和kz=毿,得到2个

由kx 和ky 张成的二维平面.然后从这2个等效的

二维系统的拓扑性质就可以得到三维系统的拓扑性

质.因此,在后面的公式推导中,对三维系统我们默

认kz 等于0和毿,并省略不写.对由kx,ky 构成的二

维系统,我们把其中一个维度的分量(本节以ky 为

例)当成一个可以绝热变化的参数,这样我们进一步

把系统降低了维度,变成了一个由参数ky 控制的等

效一维系统.下面我们先给出这个等效一维系统占

据态瓦尼尔函数心的计算方法.下一节再给出通过

瓦尼尔函数心的演化方式来判断二维系统拓扑性质

的方法.
我们先定义布洛赫(Bloch)基矢:

旤k毩氂暤= 1
Ncell

暺
j

eik·(Rj+氂)旤j毩氂暤 , (14)

其中j标记实空间中原胞的位置,氂是原胞内不等

价原子的位置,毩是轨道和自旋指标.|k毩氂暤是布洛

赫基函数,|j毩氂暤是实空间局域轨道基函数.具有平

移不变性系统的能量本征态可以用 (14)式 的

Bloch基矢展开,cn毩氂是展开系数:

旤毞nk(r)暤=暺
毩氂
cn毩氂旤k毩氂暤暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

暋= 1
Ncell

暺
j毩氂
cn毩氂eik·(Rj+氂)旤j毩氂暤 . (15)

我们定义算符

X̂=暺
j毩氂

e-i毮kx·(Rj+氂)旤j毩氂暤暣j毩氂旤 , (16)

其中毮kx=2毿/Nxax,Nx 是实空间中x 方向原胞的

数目,ax 是晶格常数.可以看到这个算符的相位有

实空间位置的物理意义.
系统的拓扑性质由占据态的电子决定,因此我

们定义投影算符:

P̂ky =暺
m暿o

暺
kx

旤毞mkxky
暤暣毞mkxky旤 , (17)

把系统投影到ky 固定的占据态中.上式中o表示对

2N 个占据态求和.把投影算符作用到 (16)式上,
我们得到了固定ky 的描述占据态的等效一维系统

的位置算符:

X̂P(ky)=̂PkŷX̂Pky 暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋

暋=暺
mn暿o

暺
毩,kxk'x

c*
n毩(kx)cm毩(k'x)毮(kx +毮kx

暋 -k'x)旤毞nkxky
暤暣毞mk'xky旤 .暋暋 (18)

为了方便,上式中我们把指标氂吸收到了毩中.这个

算符可以写成更直观的矩阵形式:

X̂P(ky)=

0 F0,1 0 0 0 0
0 0 F1,2 0 0 0
0 0 0 F2,3 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 FNx-2,Nx-1

FNx-1,0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0 0 0 0

,

(19)
其中

Fnm
i,i+1=暺

毩
c*

n毩(kx,i,ky)cm毩(kx,i+1,ky)暋暋暋

暋暋 =暣n,kx,i,ky旤m,kx,i+1,ky暤 .暋暋暋暋
(20)

是U(2N)非阿贝尔贝里联络(non灢AbelianBerry's
connection),kx,i=2毿i/Nxax 是kx 方向上的离散

点.|m,kx,i+1,ky暤是本征态布洛赫函数的周期部分.
我们把Fi,i+1首尾相接的连乘起来,定义如下的

一个W(ky)矩阵:

W(ky)=F0,1F1,2F2,3…FNx-2,Nx-1FNx-1,0 .
(21)

W(ky)是在ky 固定时,由kx 的取值构成一个闭合

环路的U(2N)威耳逊环路(Wilsonloop)(见图4).
容易证明,矩阵W(ky)的本征值和行列式是与环路

上各个kx 点的波函数的具体规范无关的.这个性

质给数值计算带来了很大便利.W (ky)矩阵有2N
个本征值:

毸m(ky)=旤毸m旤ei毤m(ky),暋暋m=1,…,2N .
(22)
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后面我们将看到|毸m|=1,本征值的相位毤m(ky)是
等效一维系统占据态的瓦尼尔函数心[30].绝热地

变化ky 的值,可以得到这个一维系统瓦尼尔函数心

的演化曲线.在下一节中,我们将详细讨论毤m(ky)
演化曲线与系统拓扑性质的联系.

图4暋布里渊区被分成B+ 和B- 两个区域.在B+ 中,先把ky 固

定,让ky 沿着红色箭头方向形成一个一维的闭合环路(因为布

里渊区具有周期性,ky=-毿和ky=毿处的状态是相同的),按照

(21)式,可以定义一个U(2N)威耳逊环路矩阵.这个矩阵本征

值的相位即为该等效一维系统占据态的瓦尼尔函数心.然后让

ky 沿着黑色箭头从0变化到毿,可以得到系统瓦尼尔函数心的

演化图像.布里渊区中红色点线(ky=0和ky=毿)是满足时间反

演对称性的2个一维系统,可以证明这2个等效一维系统的瓦

尼尔函数心是2重简并的

2.3.2暋Z2 拓扑不变量

上一节通过U(2N)威耳逊环路给出了计算等

效一维系统瓦尼尔函数心毤m(ky)的数学表达式,这
一节中我们将给出毤m (ky)与 Z2 拓扑不变量的

联系.
因为系统存在时间反演对称性,积分限制在B+

中,并且对布里渊区中的波函数作如下规范限制:

旤n,-k暤=̂毴旤n,k暤暋(n=1,2,3…2N) ,
(23)

式中2N 为系统占据态的数目.因为系统处于非平

庸拓扑相时会存在拓扑阻塞,使得不可能在整个布

里渊区上找到连续的、且满足上面限制条件的波函

数,所以我们把布里渊区分成两部分:B- 和B+ ,并
假设波函数在B- 和B+ 内部都连续,不连续性只发

生在B- 和B+ 的交界线上,即图4中所示的ky=0
和ky=毿两条线.我们先把贝里联络沿着kx 方向积

分,定义一个U(1)威耳逊环路:

毜(ky)=犼
毿

-毿
dkxAx(kx,ky) . (24)

这样 (8)式可以表示为

Z2=1
2毿曇

毿

0

dky毠ky毜(ky)-(毜(毿)-毜(0[ ])) mod2 ,

(25)

暋暋下面我们给出 (21)式定义的 W (ky)矩阵和

毜(ky)的联系.在 (20)式中,当毮kx烆2毿时,

Fnm
i,i+1=暣n,kx,i,ky旤m,kx,i+1,ky暤暋暋暋暋暋暋暋

=毮mn +暣n,kx,i,ky旤m,kx,i+1,ky暤暋暋
-暣n,kx,i,ky旤m,kx,i,ky暤暋暋

=毮mn -ianm
x (kx,i,ky)毮kx暋暋暋暋暋

曋e-ianm
x (kx,ky)毮kx ,暋暋暋暋暋暋暋暋 (26)

其中anm
x (kx,i,ky)=

i
暣n,kx,i,ky|m,kx,i+1,ky暤-暣n,kx,i,ky|m,kx,i,ky暤

毮kx

是贝里联络矩阵的离散偏分形式.这样,(21)式中

的W(ky)可以改写成

W(ky)=暻
Nx-1

i=0
Fi,i+1(ky)=暻

Nx-1

i=0
e-iax(kx,i,ky)毮kx

=Pe犼毿
-毿-iax(kx,ky)dkx 暋暋暋暋 (27)

上式是连续模型下的U(2N)威耳逊环路.
将 (24)式和(27)式代入到大家熟知的等式

det[eQ]=eTr[Q](Q 为矩阵)中,得到

det[W(ky)]=e-i毜(ky) , (28)

W(ky)的本征值为e-i毤n(ky),所以有

毜(ky)=-暺
2N

n=1毤n(ky)mod2毿 . (29)

把 (29)式代入 (25)式,得到

Z2= 1
2毿暺

2N

n=1曇
毿

0

dky毠ky毤n(ky)-(毤n(毿)-毤n(0[ ])) mod2.

(30)
上式给出了等效一维系统瓦尼尔函数心毤n(ky)与
系统Z2 拓扑数的联系.

相位毤n(ky)有2毿的不确定性,因此暺2N
n=1毤n(ky)

有4N毿的不确定性,这使得(30)式右边求和中有2N
的不确定性,但是这不改变Z2 的奇偶性,因此 (30)
式定义的Z2 拓扑数是良好的,即与相位的不确定性

无关.为了方便,我们限定毤n(ky=0)和毤n(ky=毿)的
取值在[0,2毿]区间,这样得到

曇
毿

0

dky毠ky毤n(ky)=毤n(毿)-毤n(0)+2毿Mn ,

(31)

Mn 即为毤n(ky)的缠绕数.把 (31)式代入 (30)式,
可得到本节最重要的公式:
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Z2= 暺
2N

n=1Mn mod2 , (32)

即系统的Z2 拓扑数等于等效的一维系统瓦尼尔函

数心缠绕数之和模2.我们还可以证明这种方法和

(5)式方法的等价性[29].
为了方便理解,在图5中,我们给出了占据态为

2,M 1=0,M 2分别等于0,1,2,3的一个例子.毤n

(ky=0)离开ky=0的两重简并点后会劈开,到ky=
毿处再汇合.由于毤n(ky)具有2毿的周期性,在图5
(a),(c),(e),(g)中给出了它的几种演化方式.为了

方便说明问题,在图5(b),(d),(f),(h)中,我们把毤
=0和毤=2毿这两条线粘合到一起,这样在ky 和毤
空间中构成了一个圆柱体.随着ky 的变化,毤n 的演

化曲线在圆柱体上缠绕,缠绕的圈数即为缠绕数.在
图5(a)中,毤1,2的缠绕数都为0,按照 (32)式计算得

到Z2=0.在图5(c)中,毤1的缠绕数为0,毤2的缠绕数

为1,对应到图5(d)中,可以看到毤1,2缠绕圆柱面正

好一圈,得到Z2=1.同样可以看出图5(f)中缠绕数

为2.但在图5(f)中,P 点处的简并属于偶然简并,
不受时间反演对称性的保护,在外在扰动下,简并点

会打开(如图5(f)中绿色线所示).这样在拓扑结构

上图5(f)就和图5(a)等价了,因此Z2=0.同样的道

理,图5(h)的拓扑性质和图5(d)是一样的,系统的

拓扑数Z2=1.对更多占据态的系统,可以通过计算

毤n 穿过毤=2毿(或者其他任何一条方便的参考线)的
次数来确定系统的Z2拓扑数.具体的例子见下一节

对真实材料系统的计算.
2.3.3暋数值结果

本节我们把上面提出的方法用于真实材料的计

算中.现以二维graphene系统为例,通过系统的瓦

尼尔函数心的演化曲线来判断它们的拓扑性质.
Graphene具有二维的六角格子结构,它由2套

子格(A子格和B子格)组合而成.Kane和 Mele提

出了一个满足时间反演对称性、包含自旋轨道耦合

相互作用项的有效模型[6]:

H=t暺
暣i,j暤

c+
icj+i毸so暺

《i,j》
氃ijc+

iszcj暋暋暋暋暋暋

+i毸R暺
暣i,j暤

氃ijc+
i (s暳d̂ij)zcj+毸毻暺

i
毼ic+

ici ,

(33)
其中自旋指标吸收到了升降算符中.第1项t是最

近邻跃迁项.第2项毸so是次近邻间的自旋轨道耦合

相互作用项.第3项是破坏z 方向反演对称性的

Rashba项.第4项描述2套子格的在位能,这一项

破坏平面内的反演对称性.在k空间中,哈密顿量

图5暋一个占据态为2的假想系统的例子.图(a),(c),(e),

(g)给出了占据态的瓦尼尔函数心的几种演化方式.因为相

位毤有2毿的周期性,为了方便讨论问题,我们把毤方向上

等于0和2毿的线粘连起来构成一个圆柱,这样很容易看出

瓦尼尔函数心在圆柱上的缠绕数分别为(b)0,(d)1,(f)2,

(h)3.在ky=0和ky=毿处,由于时间反演对称性,毤n(ky)是

双重简并的.但在(f)和(h)中的偶然简并点P不受时间反

演对称性保护,在外扰下简并破除,使得它们的拓扑性质分

别和(b)和(d)相同

可以写成

H(k)=暺
5

毩=1
d毩(k)殻毩+ 暺

5

毩<毬=1
d毩毬(k)殻毩毬 ,(34)

其中殻1,2,3,4,5=(I 熱氁x,I 熱氁z,sx熱氁y,sy熱氁y,sz熱
氁y),氁,s分别是描述子格空间和自旋空间的泡利矩

阵,殻毩毬=
[殻毩,殻毬]

2i
,d毩 和d毩毬的形式见表1.

表1暋(34)式中非零系数的具体形式(其中x=kxa/2,y= 3kxa/2)

d1 t(1+2cosxcosy) d12 -2tcosxsiny

d2 毸毻 d15 2毸so(sin2x-2sinxcosy)

d3 毸R(1-cosxcosy) d23 -毸Rcosxsiny

d4 - 3毸Rsinxsiny d24 2毸Rsinxcosy

文献[6]给出了graphene的相图:不同的毸R,

毸so,毸毻 参数值,可以使系统处于普通绝缘体相(in灢
sulatingphase)或者量子自旋霍尔相(quantumspin
hallphase)(见图6).

这里我们取普通绝缘体相的一组参数值为:
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图6暋石墨烯(graphene)在不同参数下的相图[5](曲线内部是量

子自旋霍尔态(QSH),曲线外部是普通绝缘体相(I))

毸R=0.05t,毸so=0.06t,毸毻=0.4t.这里选t作为能量单

位;取量子自旋霍尔态的一组参数值为:毸R=0.05t,

毸so=0.06t,毸毻=0.1t.我们用这个模型计算两种物相

下系统的瓦尼尔函数心的演化曲线,得到的结果如

图7所示.图7(a)是取量子自旋霍尔相参数值的情

形,图7(b)是取普通绝缘体相参数值的情形.图中

红色虚线是选取的参考线.在图7(a)中,瓦尼尔函

数心和参考线相交一次,按照2.3.2节给出的判断

方法,这个系统的Z2 拓扑数等于1.在图7(b)中,
瓦尼尔函数心和参考线相交零次,也可以向上移动

参考线,使相交次数为2次,但得到的Z2 拓扑数仍

然等于0.这样我们通过计算瓦尼尔函数心演化曲

线得到的Z2 拓扑数,跟以前通过其他方法计算得到

的结果完全一致.

图7暋石墨烯(graphene)系统的瓦尼尔函数心演化曲线 (a)瓦

尼尔函数心演化曲线(蓝色实线)和参考线(红色虚线)相交一

次,可以判断出系统处于量子自旋霍尔态;(b)瓦尼尔函数心演

化曲线和参考线相交零次,可以判断出系统处于普通绝缘体态

3暋结束语

本文我们回顾了几种满足时间反演不变性的绝

缘体系统的Z2 拓扑数的计算方法,并给出了一种

通过U(2N)非阿贝尔贝里联络表示Z2 拓扑数的计

算方法.这种方法的优势在于计算过程中不需要限

定波函数的规范,可以很方便地嵌入到数值计算的

程序中.基于这个方法,我们以石墨烯(graphene)系
统为例,计算了系统瓦尼尔函数心演化的图像,非常

直观地判断出了系统的拓扑性质,得到了和前面研

究相同的结论.
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