
http:飋飋www.wuli.ac.cn暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋物理·41卷 (2012年)3期
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摘暋要暋暋文章简述了数值重正化群方法的历史发展,包括威耳逊(Wilson)的数值重正化群算法,S.R.White的密度

矩阵重正化群方法,以及近期迅速发展的处理强关联量子系统的几种张量网络态与张量网络算法.在此基础上,文章

重点介绍了作者最近提出的用于研究量子多体系统热力学性质的线性张量重正化群方法,以及该方法在一维和二维

量子系统中的应用.
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1暋引言

强关联多体问题,如相互作用费米子 Hubbard
模型,海森伯(Heisenberg)自旋模型,以及玻色子

Hubbard模型等,无疑是凝聚态物理中引人注目的

重要问题之一.由于这类问题非常复杂,一般不能用

单粒子图景来描述,数值计算是通向解决问题的一

条重要途径.然而,电子计算机(经典计算机)在计算

这类量子多体问题时遇到的困难也十分突出.具体

表现为在精确计算量子多体问题时会遇到指数墙问

题,即随量子系统中格点数目的增加,描述该系统的

希尔伯特空间维度是呈指数规律增长的,也就是算

法的复杂度与计算规模呈指数关系.对于这一类问

题,在经典计算机上做精确对角化就只能处理尺寸

非常有限的小体系(大约几十个格点),对较大系统

的计算则变得非常困难.
为此,人们提出了许多有效算法来试图解决或

避开上述困难.这些尝试卓有成效,通过量子蒙特卡

罗方法、数值重正化群方法等,人们已经能够比较精

确地计算很多强关联格点系统的物性.经验告诉我

们,看上去庞大的希尔伯特空间也许只是表象,我们

关心的系统基态以及低激发态性质,对于一大类系

统而言,可能总是和其中一个维度相对较小的子空

间有关,因此构造各种算法需要考虑如何找到这个

有效子空间.
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量子蒙特卡罗方法是应用十分广泛的一类算

法,它采用抽样的方式来寻找有效子空间,并设置接

收率来判断是否将某个量子态计入统计.量子蒙特

卡罗方法没有空间维度的限制,普遍应用于计算各

种强关联模型,并陆续发展出了包括随机级数展开

(stochastic series expansion,SSE)[1]、虫 算 法

(wormalgorithm)[2]、变分量子蒙特卡罗[3]、限制路

径量子蒙特卡罗[4]等算法.量子蒙特卡罗方法在许

多方面取得了成功,感兴趣的读者可以参阅文献

[5].但是,在处理包括二维非半满填充的费米子

Hubbard模型、自旋阻挫(frustrated)海森伯模型等

人们很感兴趣的一些问题上,量子蒙特卡罗方法因

遇到了负概率问题而失效.
另一类重要的数值方法是基于重正化群思想的

算法,包括威耳逊数值重正化群方法 (numerical
renormalizationgroup,NRG)[6],White的密度矩阵

重正化群 (density matrixrenormalizationgroup,

DMRG)[7,8],转移矩阵重正化群(transfermatrix
renormalizationgroup,TMRG)[9]等,这些方法可

以比较精确地计算几乎所有的一维强关联模型(包
括杂质模型、玻色子模型、自旋模型以及费米子模型

等),而不会有负符号问题.近年来,数值重正化群方

法的发展十分迅速,并与量子信息和量子计算等学

科交叉,涌现出一些新的算法,可以有效地处理很多

系统,这些方法被统称为张量网络算法,包括计算系

统含时演化的时间演化块消减算法(timeevolving
blockdecimation,TEBD)[10] 及 其 无 穷 链 长 的

TEBD(iTEBD)算法[11],将重正化群方法推广到高

维的纠缠对投影态算法(projectedentangledpair
state,PEPS)[12],计算经典和量子二维格点模型的

张量重正化群算法(tensorrenormalizationgroup,

TRG)[13—15],多尺度纠缠重正化方案(multi灢scale
entanglementrenormalizationansatz,MERA)[16]

等.本文将简单介绍一些典型的张量网络算法,并着

重介绍我们新近发展的高效计算低维量子格点模型

有限温度性质的算法,即线性张量重正化群方法

(linearized tensor renormalization group,

LTRG)[17].

2暋数值重正化群与密度矩阵重正化群

方法

数值重正化群方法是威耳逊在20世纪70年代

为解决近藤(Kondo)杂质问题而提出的.实空间

NRG的主要步骤如下:(1)将较小块(block)的哈

密顿矩阵精确对角化,保留其中 M 个低能本征态,
并将块哈密顿量投影到这个子空间中,写成 M 维的

矩阵形式;(2)将两块这样的小系统合在一起,命名

为超块(superblock).在2个块的 M 维子空间的直

积空间上(M2 维)写出超块上的新哈密顿矩阵(并
考虑块边界上的相互作用);(3)超块的哈密顿矩阵

将是M2 维的,我们可以将其对角化,只保留其中最

低能级的M 个本征态,将哈密顿矩阵投影到这个M
维子空间中(这一过程也称为希尔伯特空间的截断

或裁剪).之后,回到第(2)步,并循环,直到超块尺寸

达到预定大小,将其上的哈密顿矩阵对角化,就得到

系统的基态能量和基态波函数(以及若干低能激发

态).整个 NRG 的过程如图1(a)所示.NRG 实际

上是建立在一个简单的假设之上,即子块上的高能

部分波函数与2个子块组成的超块低能部分波函数

近似无关,因而可以将其分离并截断,从而有效地

降低超块的空间维度,但不影响其低能部分的精确

计算.

图1暋(a)数值重正化群和 (b)密度矩阵重正化群的超块构造

和增长过程(其中 S块表示系统块(system),E 块表示环境块

(environment),A 和B 表示新加入系统的2个点)

但是,NRG在处理除近藤杂质问题之外的强关

联格点模型时都遇到了困难,其主要原因是 NRG
没有充分考虑块上的低能波函数在两块中间的边界

值与超块低能波函数的中点值不匹配问题[18].另
外,NRG采取的每次超块尺寸加倍增长的方式也不

利于降低误差.在1992—1993年,S.R.White提出

了数值重正化群的密度矩阵方案(DMRG)[7,8],成
功地解决了这个问题.该方案不再是用块的低能本

征态,而是使用子块的约化密度矩阵最大的 M 个本

征态来构造超块(这个方案也被称为 White规则).
DMRG方法分为有限长算法和无穷长算法,其

中有限长算法需要在无穷长算法的基础上加一个扫

描的过程,以提高计算有限尺寸或非均匀系统的精

度.我们这里简要地介绍无穷长 DMRG 算法,其流

程如图1 (b)所示.DMRG 采取将超块分为系统

(S)和环境 (E)两块(这里只考虑两块对称的情
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况,而在更为一般的情况下以及在有限长算法的扫

描过程中,两者可以不对称),超块尺寸线性增长,即
每次系统块和环境块都增长一个点,具体步骤如下:
(1)首先取系统块 (S)、中间的2个点(A 和B)以
及环境块 (E)直积组成超块;(2)精确对角化超块

的哈密顿矩阵,求出超块的基态波函数,外积构成超

块的零温密度矩阵.将环境块E以及B 点的自由度

从密度矩阵中求迹去掉,得到系统块S加A 点的新

系统块 (S曚)的约化密度矩阵(此约化密度矩阵的维

度应为M暳d维,d是新加A(B)点局域希尔伯特空

间的维度,M 为原系统块S的维度);(3)对角化约

化密度矩阵,保留最大的M 个本征态来重新构造新

系统块S曚,并复制一份赋给新环境块 E曚;(4)超块

增加2个点,回到第1步.如此循环,直到超块尺寸

达到预定大小.对于无穷长算法来说,要求计算结果

(如均格点基态能量等)达到随链长增长满足预定的

收敛条件.
DMRG方法在处理一维和准一维量子格点模

型的基态性质上取得了巨大的成功,人们很快尝试

将DMRG算法做各种推广,包括计算有限温度性质

的转移矩阵重正化群方法(transfer灢matrixrenor灢
malization,TMRG [9,19]),计算二维自旋和电子格

点模型的二维 DMRG [20,21],计算动力学性质的

dynamicalDMRG [22]和计算含时演化问题的time灢
dependentDMRG [23—25],以及动量空间 DMRG[26]

等.这些有益的推广丰富了重正化群算法,使之成为

研究低维强关联系统的一类强大的数值计算工具.

3暋矩阵乘积态、张量乘积态及张量网

络算法

DMRG算法在一维量子格点模型上取得了很

大的成功,但是很快人们发现将DMRG向二维直接

推广时并不像一维那样成功,计算小尺寸系统时利

用二维DMRG可以获得精确的结果,但是随着系统

尺寸变大,所需要的保留态数目很快增长,需要消耗

庞大的计算资源和很长的计算时间.进一步的分析

表明,由于DMRG的长点方式需要在二维的格点沿

着一维的路径行走,这就会破坏二维格点原有的对

称性,使得一些原来是近邻的相互作用变成更长程

的耦合,计算的收敛性会变差.这个问题也促使人们

思考DMRG算法背后更深层次的结构.
另一方面,人们很早就开始尝试用矩阵乘积态

(matrixproductstate,MPS)作为一种解析工具来

研究一维强关联问题.一个典型的例子是 AKLT模

型[27],该模型严格可解,其基态恰好是一个矩阵维

数为2的矩阵乘积态.另外,人们也利用 MPS来研

究一些费米子模型[28].近年来的研究表明,无论是

NRG还是 DMRG,所求出的基态波函数实际上正

是 MPS 态[29,30],这 一 认 识 可 以 帮 助 人 们 理 解

DMRG在计算一维和两维系统时的不同表现.一维

的非临界(non灢critical)有能隙模型,由于关联长度

有限,MPS态正是这样系统的基态的一个绝佳描

述.系统的纠缠熵随格点增加会趋于一个收敛的常

量(根据纠缠熵的面积律,一维系统的“表面积暠只有

2个端点,不会随系统增长而持续扩大),这样即便

是在描述热力学极限下的系统时,也只需要保留约

化密度矩阵中的有限多个态,就足以抓住系统的纠

缠信息了.即使对于一维的临界模型,由于纠缠熵随

尺寸增长只是很弱的对数发散,DMRG保留相对多

的态仍然可以获得相当好的结果.与此不同,对于二

维系统,情况则变得较为复杂,纠缠熵基本是随系统

的尺寸线性增长,如果仍然用 MPS态来描述这样

的系统,就需要DMRG保留态的数目随系统增长而

变大,从而使得大尺寸二维系统的DMRG研究变得

很困难.

图2暋(a)矩阵乘积态;(b)张量乘积态(图中殻表示张量乘积

态中的张量,毇表示对角矩阵(奇异值向量),下标毩,毬,毭,毮表示

几何(键)指标,m 表示物理指标)

人们随后构想了 MPS波函数的高维推广,即
张量乘积态(tensorproductstate,TPS),或者称之

为二维纠缠对投影态(PEPS)[12](如图2所示).这
种波函数通过增加键指标(bondindex)的个数,可
以用有限大小的保留态数目承载住满足面积律的纠

缠熵,因而比 MPS能更好地描述二维量子格点模

型的基态.正如张量是矩阵的高维推广,二维量子格

点系统中的 TPS波函数(见图2(b))也正是一维问

题中 MPS(见图2(a))的自然推广,二者是PEPS波

函数在一维和二维时的不同具体形式.基于 TPS/

PEPS以及其他的张量网络态(如树状张量网络,

MERA等)的新算法,被统称为张量网络算法,这类

算法不仅可以用于计算二维海森伯模型,而且也被

推广用于计算相互作用玻色子模型[31]和费米子模
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型[32,33]等,目前这类算法仍处于蓬勃地发展当中.
值得注意的是,张量网络算法不仅可用于处理

二维量子模型,而且对一维量子问题的研究也提供

了新的思路.从 MPS波函数出发,人们提出了一些

新算法,如时间演化块消减算法(TEBD/iTEBD),
来研究一维量子格点模型的含时演化问题,该方法

与 DMRG 有效结合,就会成为十分高效的含时

DMRG方 法,称 为 自 适 应 含 时 DMRG(adaptive
time灢dependentDMRG)法[25].该方法的要旨是随

着时间的演化去自适应地选择所用的有效子空间,
而不同于之前在给定的初始时刻哈密顿量低能子空

间中计算含时问题的策略.由于这一改进,TEBD
(或自适应含时DMRG方法)的计算精度有很大提

高,可以在较长时间内模拟量子系统的演化.随后人

们还发展出了计算无穷长链系统的iTEBD算法,该
算法充分利用了系统的空间平移对称性,使用平移

不变的 MPS波函数,在计算幺正(实时间)和近幺

正(如短虚时间切片)演化时,所有 MPS的局域张

量都是并行更新的,这样大大提高了计算效率,并且

计算结果是热力学极限意义下的,无需进行有限尺

寸外推.另一方面,iTEBD除了计算实时间演化外,
还可利用虚时间投影研究系统的变分 MPS波函

数,重写无穷长链DMRG,并得到十分稳定和高效

的基态算法[11].这种虚时间投影的方法随后被推广

到计算二维量子格点模型的 TPS变分基态波函数

上[14],并在研究量子自旋模型方面取得了很好的结

果,也有了不少应用[34,35].

4暋粗粒化张量重正化群方法

张量重正化群(TRG)是一种巧妙的张量网络

算法,它最早是为了计算二维经典格点模型的配分

函数而提出的[13],通过把配分函数表示成二维张量

网络,问题转化为如何精确有效地收缩该张量网络,
求出其迹.同样的问题在求解二维量子格点模型基

态性质时也会遇到,为求得力学量的平均值,也需要

对投影得到的二维 TPS波函数做内积,而这实质上

也可视为一个张量网络求迹的问题.
张量重正化群方法利用了粗粒化重正化群的思

想及其图形变换技巧,该方法针对六角形张量网络

的变换,如图3所示.先做局域变换,将水平方向的

指标收缩掉,得到一个矩阵 M,然后用奇异值分解,
再拉开变形,得到垂直方向的键.在这里,我们需要

按照奇异值大小将一部分空间裁剪掉(图3(d)显示

图3暋粗粒化张量重正化群的局域变换和流程(殻A 和殻B 表示

三阶张量,M 表示收缩掉中间公共指标后的矩阵,毩,毬,毩暞,毬暞是

张量网络中的几何指标,U 和V 是 M 做奇异值分解得到的矩

阵,毇为奇异值向量)

了局域变换及奇异值分解过程).经过这步变换,六
角网络变成中间的过渡网络,然后将当中的小三角

形都收缩掉,从而完成张量网络的收缩.这样就回到

了另一张六角网络,只是格点数目变成原来的1/3,
这正是一种粗粒化变换.经过有限步的收缩,原来的

六角网络就会被收缩成一个小六边形,可以方便地

对其求迹(或者收集重正化过程中的重正化因子,来
计算原张量网络的迹).

粗粒化张量重正化群方法构思巧妙,非常有趣,
但也有明显的局限性.由于每次粗粒化之后每个张

量指标的维度都会累积,为了让计算可以维持下去

需要做裁剪,从而限制其大小.上述的 TRG 方法,
其裁剪依据只是局域最优的,并没有考虑环境的影

响而达到全局最优.因此计算精度受到了一定的限

制,特别在临界点附近,系统的关联长度发散,使得

系统与环境之间的关联不能被忽略.为了改进上述

TRG方案,人们提出了二次重正化方案[14],很好地

考虑了环境影响,从而达到了裁剪的全局最优,显著

地改进了包括临界点附近在内的全温区的计算

精度.

5暋线性张量重正化群方法

针对每个不同网络(正方、六角、三角等)的重正

化过程,我们都需要构思不同的图形变换策略来实

现前述的粗粒化 TRG.特别是在计算一维量子格点

模型有限温度的配分函数时,通过 Trotter-Suzuki
分解,可以将配分函数的求解也转化为一个张量网

络求迹问题.但是此时,二维网络的2个方向是不对

称的,一个是一维量子格点模型的空间指标;另一个

是虚时间切片的 Trotter指标(见图4).此时我们往
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往需要计算的是给定链长(或无穷链长极限)下不同

温度的热力学性质,而粗粒化变换是在2个维度上同

步收缩的,因而在计算该问题时就十分不便.为此,我
们提出了线性化张量重正化群方法(linearizedtensor
renormalizationgroup,LTRG)[17]来计算低维量子格

点模型的配分函数,其主要思路是先沿着 Trotter方

向收缩张量网络,达到某个指定的温度后,再沿着格

点方向收缩,从而求解出系统的配分函数.

图4暋一维量子模型配分函数的张量网络及其转移矩阵(图中 M
代表整张转移矩阵张量网络,T1,T2,V1,V2 为其中的转移矩阵)

在详细介绍LTRG方法之前,我们先简要介绍

一下计算一维量子格点模型热力学性质的转移矩阵

重正化群(TMRG)方法.我们注意到,一维量子格

点模型的有限温度性质可以通过求解图4中的二维

张量网络M 的迹来得到.观察图4,不难发现它由

重复的条状单元构成,这样的单元被称为转移矩阵.
水平和垂直两种拆解方案可以得到系统两种转移矩

阵,即图4(b)所示的T1 和T2,或图4(c)中的V1

和V2.TMRG的要旨就是将求解一个无穷长链量

子系统的配分函数的问题转化为求解转移矩阵

T1暳T2的最 大 本 征 值 问 题,而 这 恰 好 可 以 借 助

DMRG来精确求解,此时超块不再沿格点方向增

长,而是沿虚时间(Trotter)方向增长.我们要求的

也不再是实空间超块的基态波函数,而是转移矩阵

虚时间超块的最大本征态.TMRG方法广泛应用于

计 算 一 维 和 准 一 维 量 子 格 点 模 型 的 热 力 学 性

质[19,36],还被推广到计算有限温度下的动力学性

质[37]等.但是,与其他基于 DMRG 的算法一样,

TMRG算法在推广到高维量子系统时会遇到难以

克服的困难.
为了解决上述困难,针对图4(a)的转移矩阵张

量网络,我们提出了一个有效算法以收缩掉所有的

网络指标,做合理的近似后可将张量网络的迹精确求

出,得到有限温度下的配分函数.LTRG不仅是一个

精确计算一维量子多体系统热力学性质的张量网络

算法,而且更重要的是,向高维推广比较直接和有效.
在LTRG算法中,首先把正方的张量网络(见

图5(a))做一个局域变换,如图5(b)所示,通过这

个变换得到一个六角张量网络(见图5(c)).为了方

便,我们把最底下的两排张量收缩掉,形成一排矩阵

乘积算符(matrixproductoperator,MPO),然后将

上面的部分画成如图5(d)中所示的拓扑等价的砖

墙结构.

图5暋线性张量重正化群的网络变换和投影块(图中毻代表四阶

张量,氁1,氁2,氁3 和氁4 是其张量指标;Ta 和Tb 为三阶张量,x,y,z,

t1,t2,b1,b2 代表物理指标,毩,毬,毭等代表张量网络中的几何(键)

指标,毸1 和毸2 代表键上的对角矩阵(奇异值向量),Ma 和Mb 为底

层的四阶张量)

图6暋投影块的局域变换与矩阵乘积算符的更新(图中的符号

说明同图5;图6(b)中的O张量为收缩掉中间指标得到的六阶

张量)

这里我们假设系统是无穷长链,充分利用系统

的平移对称性来减少所需保留的张量数目.将上面

的张量视为演化门操作(对于充分小的 Trotter切

片氂,这一演化算符是接近幺正的)投影到底层的

MPO上(见图6(a)),从而逐层收缩网络来达到目

的.每个局域操作如图6(a)所示,每两步投影完成

一个完整的 Trotter收缩,系统向低温演化(倒温度

毬增加氂).投影将所有中间指标都先收缩掉,只保留

2个键指标和4个物理指标,得到图6 (b)所示的

O张量.然后将O 张量矩阵化(即将左、右半边的

3个指标各自视为一个“胖暠指标,这样就把O 视为

一个矩阵),并做矩阵的奇异值分解,得到更新后的

MPO.如果此处不做任何裁剪近似,则密度矩阵的

键指标空间维度会随着投影步数呈指数增长,为此

·671·

前沿进展



暋物理·41卷 (2012年)3期暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋暋http:飋飋www.wuli.ac.cn

我们采用了iTEBD技术来帮助选择一个子空间,其
基本裁剪策略即为 White规则,以便有效地表达系

统的密度矩阵,换句话说,就是帮助我们裁剪键指

标.按照标准iTEBD方法,我们需要在构建O 张量

时,将左右两边的对角毸矩阵乘进来(可等效地视为

环境的影响,具体可参阅文献[11]),然后在对O 做

奇异值分解后,按照所得到的奇异值毸曚的大小裁剪

中间新的键空间,使 MPO 的每个张量键的维度保

持在一个指定的数目(Dcut)上.
当完成若干个完整的 Trotter投影,系统处在

倒温度毬上(假设我们完成了2K-2次投影,则

毬=K氂,K 为虚时间片段的个数).为了求出此温度

下的配分函数,我们可以对 MPO的物理指标求迹,
接下来沿着格点方向粗粒化收缩这个一维矩阵乘积

(p次,链长为2p).在沿着 Trotter方向收缩时,我
们每次从 MPO的张量中提取出一个重正化因子ni

以避免发散,而做格点方向收缩时,提取出 mj 因

子.一维量子格点模型的自由能f就由下式给出:

f=- 1
毬L

ln[暻
2K-2

i=1

(ni)L/2暻
p

j=1

(mj)L/2
j]

=- 1
K氂 暺

2K-2

i=1

lnni

2 +暺
p

j=1

lnmj

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

j .

计算出自由能后,其他热力学量原则上可以通

过求导得到,当然也可以利用 LTRG 给出的 MPO
和力学量算符的乘积再求迹而得到(即力学量的热

力学平均值,从这个意义上讲,LTRG 得到的 MPO
实际上是系统有限温度密度矩阵的一个很好的近

似).为检验LTRG的计算精度,以严格可解的自旋

1/2XY模型为例,我们计算了该系统的自由能和能

量及其与严格解之间的相对误差(见图7 (a)和

7(b)).我们还同时给出了TMRG的计算精度,以供

比较.可以看到,在保留相同态的情况下,二者的精度

可以比拟.此外,我们还应用LTRG计算了自旋为1
的海森伯链,可以在有磁场的情况下,计算出系统的

极低温(T/J曋0.005)比热,在Luttinger液体区观察

到典型的线性比热行为.而在相同条件下,用 TMRG
计算比热时会在低温下出现强烈震荡而无法确定系

统低温下的Luttinger液体行为.
如前所述,LTRG 作为一种张量网络算法,具

有很大的灵活性,并且易于扩展.我们可以沿着前面

所描述的路线,将描述系统密度矩阵的 MPO 推广

到张量乘积算符(tensorproductoperator,TPO),
然后按照推广的iTEBD做虚时间投影演化,就可以

图7暋一维自旋1/2XY模型的自由能相对误差 (a)以及均格点

能量(b)随温度的变化(图中横坐标毬表示倒温度(1/T),纵坐标

毮f表示均格点自由能与严格解的相对误差,Dc 和 M 分别表示

LTRG和 TMRG 计算中 保 留 态 的 数 目,e 表 示 均 格 点 能 量,

e0 为严格基态能量,氂为 Trotter分解的切片宽度)

图8暋六角格子海森伯模型在交错场下能量随温度的变化(图中

hs 表示交错外磁场,e为均格点能量,毬为倒温度(1/T),QMC为

量子蒙特卡罗算法,LTRG为线性张量重正化群方法)

将LTRG推广到二维.我们做了一些初步的尝试,
计算了六角格子上的海森伯反铁磁模型在不同交错

场作用下能量随温度的变化(见图8),可以看到,

LTRG的计算结果与量子蒙特卡罗模拟的结果吻

合得很好.
最后,我们简要讨论一下LTRG与目前还在发

展 中 的 有 限 温 度 DMRG (finite temperature
DMRG)算法间的联系.有限温度 DMRG 算法是基

于纯化的思想,将系统在有限温度下的密度矩阵用

一个在扩大了的希尔伯特空间中的纯态的子系统约

化密度矩阵来表述,然后利用含时DMRG方法来计

算这个纯态的虚时间演化,最后计算该纯态的内积

来得到系统的配分函数.这种算法与我们的 LTRG
方法出发点不一样,但有一些相似之处.二者的区别

在于,LTRG 算法是一种张量网络算法,而有限温

度DMRG是借助 DMRG 来实现的,所以后者推广

到高维时较难.最近的一个进展是,借助量子蒙特卡

罗算法抽样,人们将有限温度DMRG的时间代价降

到与零温 DMRG 相同的量级[38],这样为研究小尺

寸二维团簇的热力学性质提供了一种可能性.
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6暋结束语

我们简要介绍了目前仍处于蓬勃发展之中的数

值重正化群方法,包括密度矩阵重正化群、转移矩阵

重正化群以及几种新兴的张量网络算法.其中重点

介绍了我们最近提出的线性张量重正化群算法,该
算法可以精确计算一维量子格点模型的有限温度性

质,并且可以方便地推广到求解二维关联量子系统.
由于LTRG方法简单易行,编程方便,可以预计将

在研究一维、准一维和二维量子系统的热力学性质

方面发挥重要作用.此外,张量网络算法包括LTRG
方法向二维自旋、玻色子乃至费米子量子系统的推

广仍有许多工作要做,如何获得普遍适用、稳定和精

确高效的数值方法,仍然是研究凝聚态关联量子系

统面临的重大课题之一.
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