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问题讨论

从体系计算中讨论海森伯不确定关系
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摘暋要暋暋文章作者对量子力学与经典力学中的几个典型体系进行了计算,求出了粒子位置与动量的不确定量

x2-x
2
和p2-p

2
.计算结果表明,不同状态下的不确定量之积是不一样的.谐振子和无限深势阱的实例计算还说

明,与量子力学不确定关系相类似的关系在经典力学中也存在.它使人们对海森伯不确定关系有了新的认识,并对

量子力学的波函数有了更深刻的了解.文章最后讨论了两个相关的实验现象.
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1暋引言

在量子力学的发展中,尤其在唤起人们对量子

力学与经典力学巨大差别的关注中,海森伯建立的

不确定关系(殼x殼p曒淈/2)起了巨大的作用.它不

仅在物理学界,而且在哲学界和其他领域都引起极

大的兴趣与关注.著名物理学家朗道在其名著《量子

力学》(非相对论理论)一书中,第一节就是不确定原

理,可见对它的重视.数学上不确定关系的来源是由

于量子力学用一个波函数表示粒子的状态,而坐标

和动量这样的不可对易力学量不存在共同的本征函

数,因而这两个力学量不可能同时有完全确定的本

征值.海森伯还指出,测量会造成不可控制的干扰,
测量粒子位置时引入的不可控制的相互作用,要影

响粒子的动量.同样,测量粒子动量时引入的不可控

制的相互作用会影响粒子的位置.近年来在Nature
上报道的实验和量子力学的理论研究表明,海森伯

对不确定关系的这一说法不对[1—3].
不确定关系的确切意义还和对量子力学完备性
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的理解密切相关.例如,L.E.巴仑廷和一些物理学

家就认为:“一个波函数不能描述单个粒子而只能

描述粒子系综,不确定关系是粒子系综中所述物理

量的统计弥散关系.暠[2—4]因此,不确定关系的确切

意义和量子力学的理论解释一样,过去几十年来也

争论不休.爱因斯坦始终坚持认为“量子理论是不完

备的暠,玻尔和爱因斯坦的争论在他俩生前和身后的

几十年里有大量文献论及.比如,海森伯在他逝世前

一年发表的《量子论历史中概念的发展》一文中写道:
“1954年,爱因斯坦死前几个月,他同我讨论了这个问

题.那是我同爱因斯坦度过的一个愉快的下午,但一

旦谈到量子力学的诠释时,仍然是他不能说服我,我
也不能说服他.他总是说:是的,我承认,凡是能用量

子力学算出结果的实验,是如你所说的那样出现的,
然而这样的方案不可能是自然的最终描述暠[5].

另一方面,正是爱因斯坦的观点,促成了海森伯

建立不确定关系.以下摘自海森伯的同一篇文章.
1927年早春,海森伯遇到如下问题:“在初始位置,
电子可用波包来表示.波包要向前运动,于是我们获

得了有些像穿过云室的电子径迹那样的东西,但困

难的是,波包要越变越大.暠[5]怎么理解在威耳逊云

室里看到的电子径迹呢? 海森伯苦苦思索,突然他

想起前一年在柏林和爱因斯坦就可观察量的意义进

行的谈话.当时他说“一个完善的理论必须以直接可

观察量作为依据暠;而爱因斯坦则指出:“原则上试

图单靠可观察量去建立理论,那是完全错误的.实际

上刚好相反,正是理论决定什么是我们可以观测到

的.暠[5]想到爱因斯坦的这句话,海森伯茅塞顿开.他
写道:“因此我简单地提这个问题:如果从‘只有能用

量子力学的数学程式表示的那些情况,才能在自然

界中找到暞这样的基本原则出发,那么,当我们想知

道一个波包的速度同时又想知道它的位置时,所能

获得的最佳准确度是怎样的呢? 这是一个简单的数

学问题,其结果便是测不准原理,它看来与实验情况

相符.暠[5]爱因斯坦的观点对于海森伯建立不确定

关系的重要作用往往被人们忽视或强调得不够,显
然,这与量子力学发展的历史状况不符.

虽然,目前要得到对不确定关系的统一认识仍

有困难,但我们可以不断加深对它的理解.最近,曹

则贤先生在一篇讨论海森伯不确定关系的文中提出

了一个很妙的问题:“奇怪的是,为什么几十年来就

没有人计算一下 殼x殼p 在具体体系中的数值呢?
它本来就该依赖于具体的波函数呀?暠[6]现在我们就

来具体算一下它在不同体系中的数值.

本文将从量子力学和经典力学的几个例子中分

析不确定量的真实物理含义.我们将看到不同状态

下同一体系的不确定量之积是不一样的.对谐振子

和无限深势阱的对比计算说明,与量子力学不确定

关系相类似的关系在经典力学中也存在.平面转子

的计算还表明,同一体系不确定量的数值在不同坐

标系中并不相同.

2暋经典力学中的不确定性

不确定关系的真正物理阐述是量子力学中一个

相当深奥的问题.自从1927年海森伯将它引入物理

学以来,这个问题之所以众说纷纭,不仅因为它与量

子力学的解释密切有关,而且还与测量理论、观测

者、统计性来源及互补原理纠缠在一起.笔者认为,
先在经典力学范围内研究不确定性较为有利.因为

经典力学不存在解释问题,便于我们摆脱上述问题

的纠缠.换句话说,要想深入了解海森伯不确定关系

的物理实质,从经典力学与量子力学的类比入手不

失为一条方便的途径.文献[6]以“经典不确定性暠为
题对此作了精辟的论述.

经典力学中一个粒子的运动状态由牛顿方程和

初始条件决定.如果初始条件完全给定,我们将得到

完全描述.如果初始条件以概率分布给出,我们将得

到统计描述.在后一种情况下,描述对象成为一个经

典统计系综,或者说统计地描述一个粒子.粒子在势

场U(x)中运动时,令x(E,t)为牛顿方程满足初始

条件x(E,0)=x0 的特解(式中E 为能量).设初始

条件有一概率分布氀(E,t曚)炁0,0炂t曚炂T,且满足归

一化条件:曇
曓

0 dE曇
T

0氀(E,t曚)dt曚=1,则任一力学量f
的平均值为

f=曇
曓

0
dE曇

T

0
氀(E,t曚)f(x,p)dt曚 . (1)

令A=x-x,B=p-p,设毼为实参数,因(A毼+B)2

的平均值恒为正,故(A毼+B)2=曇
曓

0 dE曇
T

0氀(E,t曚)

(A毼+B)2dt曚炁0,于是A2毼2+2AB毼+B2炁0.上式

成立的条件为

A2·B2 炁AB
2

或

(x-x)2·(p-p)2 炁 [(x-x)(p-p)]
2

.
(2)

这可称为经典力学中的不确定关系.
2.1暋经典力学中的不确定性例1

设有一经典的点粒子位于某处.测量它的位置
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时,依仪器的精密程度和测量人的经验不同,会有一

误差分布(如正态分布).令氀(x)表示测得粒子位于

x处的频度,则x=曇
曓

-曓x氀(x)dx为粒子位置的平均

值.x2-x
2
=曇

曓

-曓
(x-x)2氀(x)dx 表示测量的不确

定度.这一数值越小,表示测量的准确度越高.这一

理解以经典点粒子为前提.
2.2暋经典力学中的不确定性例2

设有一经典粒子在势场U(x)中运动,其运动

方程已知,但初始条件以几率分布形式给出.这时位

置的不确定量x2-x
2
与动量的不确定量p2-p

2
之

间有类似量子力学中的不确定关系,可称作不确定

关系的经典类比.对于这个点粒子,x2-x
2
与p2-p

2

也可称作预言经典粒子位置和动量的准确度.

3暋量子力学中的粒子

量子力学中的粒子是物质波,不能看作点粒子.
也许有人会认为,当测量位置时,量子力学中的粒子

也是点粒子,只是其出现位置不确定而已,有时出现

在这点,有时以一定几率出现在另一点.然而粒子的

相关性实验表明,粒子能感知远处另一粒子的存在.
射向质谱仪的粒子,能感知远处磁场的存在;射向干

涉仪的粒子,能感知远处障碍物的存在;Aspect实

验表明非定域关联的存在.因此,量子力学中的粒子

不能看作是传统观念上的点粒子[7—9].
3.1暋例1:一维无限深势阱

处于[-a,a]间的一维无限深势阱中的粒子的定

态波函数为毞n(x)=1
a
sinn毿

2a
(x+a),能量本征值为

En=n2毿2淈2/8ma2.显然,位置和动量的平均值为零:

x=0,p=0.由量子力学中的平均值公式,粒子位置

和动量平方的平均值为:x2 =a2/3-2a2/n2毿2淈2,

p2=2mEn.因此,一维无限深势阱中的粒子的不确

定关系为

(殼x)2(殼p)2=2
3ma2En(1-6/n2毿2)

暋暋暋暋暋=(n
2毿2

3 -2)淈
2

4 . (3)

它与刘家福等三位计算的结果相同[6].它表明,不同

状态下一维无限深势阱中的粒子的不确定量之积是

不一样的,例如在n=1时,殼x·殼p=1.14淈/2;在

n=6时,殼x · 殼p =10.8淈/2;而 当 n曒8 时,

(殼x)2(殼p)2=0.992
3ma2En曋2

3ma2En.

下面我们在经典力学范围内对比.设有经典粒子

处在[-a,a]间的无限深势阱中,初始时刻t曚为粒子

到达x1=-a的时刻.考虑这体系的一个系综,系综

中每一成员都有相同的能量En,但初始时刻t曚则完全

是随机的.粒子在势阱中的势能为零,粒子的速度V

= 2E
m

,粒子的动量p=mV.粒子的运动方程为

x(E,t+t曚)=
V(t+t曚)-a暋0炂t+t曚炂T/2 ,

-V(t+t曚)+3a暋T/2炂t+t曚炂T{ .

初始时刻t曚的概率分布为氀(E,t曚)=1
T毮(E-En),

0炂t曚炂T,式中E 为能量,T 为运动周期,氀(E,t曚)满
足归一化条件.由(1)式可算得位置和动量的平均值

为:x=0,x2=a2/3;p=0,p2=2mEn.经典粒子系

综的不确定量之积为

(x-x)2·(p-p)2=2
3ma2En . (4)

将(4)式与(3)式对比可知,当n曒8时,量子力学

的不确定量之积与经典力学系综的不确定量之积的

形式基本相同[9].
3.2暋例2:线性谐振子

量子力学中线性谐振子的定态波函数为

毞n(x)=Nnexp[-毩2x2/2]Hn(毩x) ,
式中 Hn(毩x)为厄米函数,Nn 为归一化常数,毩=

m氊/淈.能量本征值为En=淈氊(n+1
2

),n=0,1,2,

….由量子力学平均值公式可得:x=0,x2=En/m氊2;

p=0,p2=mEn.不确定量之积为

(殼x)2(殼p)2=En
2/氊2 . (5)

计算结果表明,不同状态下量子力学中线性谐振子

的不确定量之积是不一样的.下面我们在经典力学

范围内进行对比.考虑经典线性谐振子的一个系综,
系综中每一成员都有相同的能量En,但初位相毴曚则

完全是随机的.经典线性谐振子的运动方程为x(E,t

+t曚)= -1
氊

2E
mcos(氊t+毴曚),毴曚=氊t曚为初位相.动

量为p(E,毴曚,t)=mdx
dt= 2mEsin(氊t+毴曚).对这一

系综,初始条件的概率分布为:氀(E,毴曚)= 1
2毿毮

(E-

En),它满足归一化条件.由(1)式可算得x=0,p=

0;x2=En/m氊2,p2=mEn.经典线性谐振子不确定

量之积为

(x-x)2·(p-p)2=En
2/氊2 . (6)
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将(6)式与(5)式对比可知,量子力学中线性谐振子

的不确定量之积与经典力学中线性谐振子系综的不

确定量之积形式相同[9].
这两个计算实例生动说明,经典力学与量子力

学之间并不像人们想象的那样,存在不可逾越的鸿

沟.狄拉克在其名著《量子力学原理》第四章“量子条

件暠中写道:“经典类比法将构成本章的主题.经典类

比法在发展量子力学中的意义是由下述事实决定

的,即经典力学在某些情况下提供量子力学系统的

正确描述.暠“因此,我们应当期望,在经典力学中可

以找到一些重要概念,它们是与量子力学中的重要

概念相当的;并且,根据对经典力学与量子力学之间

的类比的普遍性质的了解,我们可能希望得到量子

力学中的一些规则与定理,它们表现为经典力学中

一些周知的结果的简单推广暠[10].

4暋不同坐标系中不确定量的计算

4.1暋不同坐标系中不确定量的计算例1

平面转子的定态波函数为 毞m (毴)= 1
2毿eim毴,

求位置和动量的不确定关系.本题是一种平面转子

模型[11],质量为m 的粒子在x灢y 平面上沿半径R圆

环运动,转轴为Z 轴.哈密顿算符为 Ĥ= 1
2mR2̂L2

z,

毴为旋 转 角.选 取 笛 卡 儿 坐 标,设r2 =x2 +y2,

r2
0=r2,由圆周对称性考虑,x=x

2
=0,px=p

2

x=0,

r2
0=2x2.因此,(殼x)2=x2-x

2
=r2

0/2,(殼px)2=

px
2-p

2

x=m2淈2/2r2
0.

(殼x)2(殼px)2=淈2m2/4 . (7)

4.2暋不同坐标系中不确定量的计算例2

平面转子的定态波函数为 毞m (毴)= 1
2毿eim毴,

求角位置和角动量的不确定关系.选取圆柱坐标,

哈密顿算符为 Ĥ=1
2IL̂

2
z,I=mR2 为转动惯量.Lz

=m淈,Lz
2
=Lz

2=m2淈2,Lz
2-Lz

2
=0 ;0炂毴炂2毿,

毴2-毴
2

=4毿2/3-毿2=毿2/3,
(殼毴)2(殼Lz)2=0 . (8)

上式表明,在这个体系中,两个不可对易力学量Lz

和毴并不满足海森伯不确定关系,这一结果有人称

为Judge-Lewis困难,它说明同一体系的不确定

量之积还与坐标系的选取有关,这是出人意料的.造

成这一困难的根源,有人认为是由于限制平面转子

的定态波函数为周期函数所致[12].在几种避免该困

难的方案中,有一种就是把圆柱坐标系中的角量毴
换成cos毴和sin毴,其实质就是回到笛卡儿坐标系.
在量子力学中,一般总是将量子化在笛卡儿坐标系

下完成,再经过坐标变换到合适的曲线坐标系[10].由
此可知,曲线坐标系与笛卡儿坐标系.在量子力学中

的地位并不相同,也不像它在经典力学中那样具有

独立性.从上面的例子可以看到,笛卡儿坐标系在量

子力学中具有特别重要的地位[13].当然,出现两个不

确定量(uncertainty)乘积为零的根源究竟是什么还

值得深入研究,希望能引起大家的关注和讨论.但奇

怪的是,过去量子力学教科书很少注意这个问题.

5暋讨论

在上世纪40年代,苏联物理学家布洛欣采夫曾

提出波函数的系综解释[14].以后很多物理学家也认

为,由于一个波函数包含的信息量不够,它不能描述

单个粒子,而只能描述粒子系综,这个系综中每一粒

子都有相同的能量 [2—4].对不确定关系的系综解释除

了有概念性实验说明外[2],还有实际实验支持.下面

两个实验对海森伯不确定关系提供了新的认识.
(1)最新的纳米技术已制出单个分子的晶体

管[15].晶体管的基本特点是可控制在截止态和导通

态.在截止态时,电子的动量很小,接近于零.在导通

态时,电子的动量可以很大.如果海森伯不确定关系

普遍适用,则由于限制在单分子晶体管中电子的殼x
很小,电子的殼p很大,这就使得控制该晶体管处在

截止状态成为不可能.同样,当该晶体管处在导通态

时,由于电子 殼p 很大,该管会随机地出现截止现

象.单分子晶体管能正常工作,说明海森伯不确定关

系对该管不适用.
(2)1988年,有人用俄歇电子做了实验,在铜板

表面镀一两个原子层厚度的金.在垂直表面方向测

量来自金原子的俄歇电子的动量p,由于能量不同,
来自金和铜的俄歇电子可以区分,记金原子层厚度

为殼x,结果表明,殼x殼p <淈/2[16].
(3)量子力学中不确定关系的解释大体上可分

为两个流派.正统解释认为,波函数可描述单个粒

子,不确定关系来源于测量一个量时对与之共轭的

另一个量产生干扰.统计系综解释认为,波函数只能

描述粒子系综,不确定关系是粒子系综中所述物理

量的统计弥散关系.量子力学的基本成就来源于波
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函数及薛定谔方程,统计性来源于平均值公式.平均

值公式本来就是统计平均之意.问题是造成统计性

的根源是什么? 这又有两种解释:一种解释认为,
统计性是由于测量造成的干扰;另一种解释认为,
统计性是由于一个波函数包含的信息量不够.

总之,在量子力学的基础研究中,究竟波函数只

能描述粒子系综还是可以描述单个粒子,海森伯不确

定关系只适用于粒子系综还是适用于单个粒子的普

遍原理,现在看来,这两个问题无论从理论上和实验

上都是有条件得到解决的.不确定关系是量子力学中

的一个重要关系式,弄清它的物理实质有重要意义.
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